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Si knyga skirta abiturientams, norintiems sistemingai pakarto- 
ti vidurinés mokyklos matematikos kursa ir pasirengti matemati- 
kos valstybiniam brandos egzaminui. Knygoje glaustai išdėstyti pa- 
grindiniai mokyklinio matematikos kurso skyriai pateikiant 
apibrėžimus ir reikiamas formules bei paaiškinant uždavinių spren- 
dimo metodus. Teorinė kiekvieno skyriaus medžiaga iliustruota ti- 
pinių uždavinių sprendimu, pateikta daug uždavinių savarankiš- 
kam darbui. 

Autoriaus nuomone, rengiantis brandos egzaminui, tikslinga 
nuosekliai pakartoti visą mokyklinį matematikos kursą, o ne apsi- 
riboti tik įvairių egzamino užduočių pavyzdžių sprendimu. Nuosek- 
laus kartojimo privalumas yra tas, kad moksleivis geriau suvokia 
bendruosius uždavinių sprendimo principus, geba klasifikuoti užda- 
vinius ir parinkti tinkamus jų sprendimo būdus. Suprantama, eg- 
zaminų užduotys irgi yra vertingos, nes jos atspindi abiturientų 
žinioms keliamus reikalavimus, todėl autorius į atitinkamus šios 
knygos skyrius įkomponavo ankstesnių (1998-2004 m.) egzaminų 
uždavinius. Valstybinių brandos egzaminų uždaviniai pažymėti san- 
trumpa VBE, mokyklinių - MBE, nurodant egzamino metus. Jei 
daugiau nuorodų nėra, vadinasi, uždavinys buvo pateiktas pagrin- 
dinės sesijos metu. Pakartotinės sesijos uždaviniai įvardyti prieš 
egzamino metus įrašius žodžius „pakartotinė sesija“. 

1984 m. „Sviesos“ leidykla išleido V. Pekarsko, L. Narkevičiaus ir 
Z. Antanaičio knygą „Matematika. Mokymo priemonė stojantiems 
į aukštąsias mokyklas“. Nors autorius panaudojo šios knygos savo 
parašytų skyrių medžiagą, tačiau naujoji knyga iš esmės skiriasi nuo 
ankstesnės, nes ji parengta atsižvelgiant į pasikeitusią mokyklos ma- 
tematikos programą bei reikalavimus, keliamus abiturientų žinioms. 

Rašydamas šią knygą, autorius rėmėsi ir savo patirtimi, įgyta 
dalyvaujant PHARE projekte, kuris buvo skirtas egzaminų siste- 
mai Lietuvoje reformuoti ir matematikos valstybinio brandos egza- 
mino užduočių sudarymo principams parengti. 

Autorius dėkoja KTU doc. dr. N. Janušauskaitei, doc. dr. 
A. Pekarskienei, dėstytojui P. Tvarijonui už pateiktas pastabas, 
redaktorei E. Žurauskienei už kruopštų redagavimą bei bendra- 
darbei D. Nenortienei už pagalbą rengiant šią knygą spaudai. 
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SKAICIAI 


1.1. AIBĖS IR VEIKSMAI SU JOMIS 


Aibés savoka vartojame, apibüdindami tam tikru objektu visu- 
ma, pavyzdžiui: mokinių aibė, panašių figūrų aibė, natūraliųjų skai- 
čių aibė. Šioje knygoje nagrinėsime tokias skaičių aibes: 

N - natūraliųjų skaičių aibę; Q - racionaliųjų skaičių aibę; 


Z - sveikųjų skaičių aibę; R - realiųjų skaičių aibę. 
Aibę A, sudarytą iš elementų a, b, c, ..., žymėsime taip: 
Asla; b; c; ...). 


Kai skaičius a yra aibės M elementas (dar sakome, kad a pri- 
klauso aibei M), rašome aeM. Užrašas aeM reiškia, kad a nepri- 
klauso aibei M. Norėdami pažymėti, kad elementų x aibė turi savy- 


bę P(x), rašome Ix|P (x)). Užrašas [x|tg x =1) reiškia aibę tų x 


reikšmių, su kuriomis tg x= 1, o užrašas ls y)» -4x» o) - aibe 
taškų (x; y), kurių koordinatės tinka nelygybei y? - 4x > 0. 

Aibė, sudaryta iš realiųjų skaičių x, tenkinančių sąlygą a £x € b 
(čia a ir b — realieji skaičiai ir a « b), vadinama uždaruoju inter- 
valu (atkarpa) ir žymima la; b]. Aibė, sudaryta iš realiųjų skaičių 
x, tenkinančių sąlygą a<x<b, vadinama atviruoju intervalu ir 
žymima (a; b). Simboliais (a; b] ir [a; b) žymimos aibės realiųjų 
skaičių x, tenkinančių sąlygas a <x <b ira<x<b. Šios aibės vadina- 
mos pusatviraisiais intervalais ir gaunamos iš uždarųjų interva- 
lų pašalinus vieną galinį tašką. 

Aibės realiųjų skaičių x, tenkinančių sąlygas x<a ir x>b, arba 
—o«x«a ir b«x« +0, žymimos (-x; a) ir (b; +00). Visų realiųjų 
skaičių aibė žymima (- œ; +00). Taigi 

[a; b] 2 [x|x < R, a<x<b}, (a; b) -[x|x e R, a<x<b), 

o; a)2 [x|x e R, -o<x<aj, Rz (-9; *e) 2 [x| -o« x « e]. 

Aibė A, kurios kiekvienas elementas kartu yra ir aibės B ele- 
mentas, vadinama aibės B poaibiu. Rašoma Ac B arba BoA. 
Pavyzdžiu, N CZ, ZcQ, Qc R. 


Aibé, neturinti elementų, vadinama tuščiąja ir žymima simbo- 
liu 6. 


Aibių A ir B sąjunga vadiname aibę AUB, sudarytą i$ elemen- 

tų, priklausančių bent vienai iš aibių A, B: 
AUB - [x|x e A arba xe B}. 

Aibių A ir B sankirta vadiname aibę ANB, sudarytą iš ele- 

mentų, priklausančių abiem aibems: 
ANB=fx|xeA ir xe B]. 

Pavyzdžiui, kai A = (1, 2, 3, 4, 5), B=1-1, 0, 1, 2), tai AUB = 
=(-1,0, 1, 2, 3, 4, 5), ANB ={1, 2). 

Jeigu aibes A ir B schemiskai pavaizduotume skrituliais, tai 
1.1 paveiksle patamsinta dalis būtų ANB, o 1.2 paveiksle patam- 
sinta figūra - AUB. ) 

AnB AUB 


1.1 pav. 1.2 pav. 


1.2. SKAICIU AIBES 


Šiame skyrelyje apibüdinsime minėtas skaičių aibes N, Z, Q, R. 
Visų natūraliųjų skaičių aibė yra aibė 
N=|1; 2; 3; 4; ...). 

Prijungę prie šios aibės skaičių 0 ir sveikus neigiamuosius skai- 

čius, gauname visų sveikųjų skaičių aibę 
Z=1...; -3; -2; -1; 0; 1; 2; 3; ...). 

Racionaliuoju skaičiumi vadinamas skaičius, išreikštas svei- 
kojo skaičiaus a ir natūraliojo skaičiaus b dalmeniu = (čia b+0). 
Vadinasi, visų racionaliųjų skaičių aibė 


e; aez, be N). 


Kai a dalijasi iš b, tai Z yra sveikasis skaičius, todėl aibė Z yra 
aibės Q poaibis: Zc Q. 

Dalydami vieną sveikąjį skaičių iš kito, nelygaus nuliui skaičiaus, 
galime gauti arba sveikąjį skaičių, arba baigtinę dešimtainę trupme- 
ną, arba begalinę dešimtainę periodinę trupmeną. Pavyzdžiui, 
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15 „8 
g^? 25 


riodine trupmena: 0,32=0,32000...=0,32 (0)), Z =0,666... = 0,(6), 


=0,32 (ją galima užrašyti ir begaline dešimtaine pe- 


£ = 0,857142857142... = 0,(857142), 5 = 0,8333... = 0,8(3). 

Trupmenos 0,(6) ir 0,(857142) a AR grynosiomis periodi- 
nėmis trupmenomis, o 0,8(3) - mišriąja periodine trupmena. 

Taigi begalinės dešimtainės periodinės trupmenos yra raciona- 
lieji skaičiai. Tačiau begalinės dešimtainės neperiodinės trupmenos 
jau nėra racionalieji skaičiai — tai jau naujo tipo skaičiai. 

Skaičiai, išreiškiami begalinėmis dešimtainėmis neperiodinėmis 
trupmenomis, vadinami iracionaliaisiais skaičiais. 

Tokie skaičiai yra, pavyzdžiui, „B, Y5 . 

Prie racionaliuju skaičių aibės prijunge iracionaliuosius skai- 
čius, gauname realiųjų skaičių aibę R. Taigi realiaisiais skai- 
čiais galima vadinti visas begalines dešimtaines trupmenas. 

1 pavyzdys. Kurie iš šių skaičių: 5 —4; 0,35; 449; 1-8; 
0,8(61); 47 - yra racionalieji skaičiai? 

Sprendimas. Kadangi 1 yra paprastoji trupmena, -4 - svei- 
kasis skaičius, 0,35 - baigtinė dešimtainė trupmena, y49=7 - 
sveikasis skaičius, V-8 =-2 - sveikasis skaičius, 0,8(61) — bega- 
liné dešimtainė periodinė trupmena, o i - begalinė dešimtainė 
neperiodinė trupmena, tai visi skaičiai, išskyrus JT , yra raciona- 
lieji. A 

2 pavyzdys. [rodykime, kad skaičius log, 3 nėra racionalu- 
sis skaičius. | 

Sprendimas. Tarkime priešingai, šis skaičius yra racionalusis. 
Kadangi log,3>0, tai jis išreiškiamas teigiama trupmena 
log, 3 „2. čia p, g - natūralieji skaičiai. 

p 

Pasinaudoję logaritmo apibrėžimu, gauname 2* =3 52? -3*, 
Kadangi 2 - lyginis skaičius, 37- nelyginis skaičius, tai lygybė 
2» = 8! neįmanoma nė su viena natūraliąja p ir q reikšme. Gavome 
prieštarą. Taigi log,3 nėra racionalusis skaičius. A 

3 pavyzdys. Ar skaičius a=37+/50 «17-542. yra racionalu- 


sis ar iracionalusis? 
Sprendimas. Kadangi 


74450 - «542 - (1-42), 7-542 - (1-42) , 


tai 


a=į(1+12) + (L- 42) -1+42+1-J2=2. 


Vadinasi, a — racionalusis skaičius. A 

Bet kurią dešimtainę trupmeną (o ir sveikąjį skaičių) galima 
suapvalinti ir pakeisti jos artiniu. Apvalindami laikomės tokios 
taisyklės: jeigu pirmasis (iš kairės) atmetamas skaitmuo yra 0, 1, 2, 
3, 4, tai paskutinis paliekamas skaitmuo nekeičiamas, o jeigu pir- 
masis atmetamas skaitmuo yra 5, 6, 7, 8, 9, tai paskutinis palieka- 
mas skaitmuo vienetu padidinamas. Pavyzdžiui, suapvalinę skaičių 
35,2763 iki vienetų, gauname 35, iki dešimtųjų - 35,3, iki šimtųjų 
— 35,28, iki tükstantuju - 35,276. 


4 pavyzdys. Ūkininkas kviečiais apsėjo 24 ha ploto sklypą, 
schemiškai pavaizduotą 1.3 paveiksle. 

Norėdamas apžiūrėti, kaip jie sudygo, jis ne- 
skubėdamas pastoviu 3,8 km/h greičiu apeina a 1 km 
sklypą pagal jo kraštines. Apskaičiuokime: 

1) sklypo perimetrą; 


2) laiką, per kurį jis tą sklypą apeina (atsa- b 
kymą pateiksime minutės tikslumu). 1.3 pav. 
Sprendimas. 1. Pirmiausia priminsime ploto matus - ara ir 
hektarą: 


1 a=10 mx10 m=100 m?; 
1 ha=100 mx 100 m- 10 000 m?- 100 a. 
Kadangi 1 km?- 1000 mx 1000 m= 106 m?, tai 1 ha=0,01 km?. 
Tuomet trikampio plotas S - 24 ha - 0,24 km*?. Iš čia gauname 
lygti 


S= Žab=0,24. 
Antrąją lygtį a?+b*=1 gauname, pritaike Pitagoro teorema. 
ab =0,48, 


Išsprendę sistemą | randame, kad a= 0,8; b=0,6. 


a? +b? =1, 
Vadinasi, sklypo perimetras lygus 0,8 +0,6 + 1=2,4 (km). 
2. Laikas, per kurį ūkininkas apeina sklypą, lygus 


-3,8 =22:34 -12.19 _ 12 h) = 
24:3,8=2=:85= 5:5 gh 


= 12 60min) = 37,8(min) = 38min. A 


19 
Kiekvieną realuji skaičių a atitinka jo modulis ja , apibrėžia- 
mas formule a kai asi 
a E > pe , 
a L kai a<0. 


Pavyzdžiui, El =8; | -7| ET. 
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Pratimai 

1.1. Koks yra skaičius 0,101001000100001... - racionalusis ar 
iracionalusis? 

1.2. Įsitikinkite, kad šie skaičiai yra racionalieji: 


DIT EY Ja N6e-442. 
d P Jass 242-3 


3) 320 - 1442 +20 1442 . 


1.3. Irodykite, kad log,¿ 36 nėra racionalusis skaičius. 


1.3. BEGALINĖS DEŠIMTAINĖS PERIODINĖS TRUPMENOS 
KEITIMAS PAPRASTĄJA TRUPMENA 


Išnagrinėsime, kaip begalinė dešimtainė periodinė trupmena 
keičiama paprastąja trupmena. 

Daugindami begalinę dešimtainę trupmeną iš skaičių 10, 100, 
1000 ir t. t., kablelį perkeliame į dešinę per vieną, du, tris ir t. t. 
ženklus. 

Pavyzdžiui, 

0,21)-10=0,212121... -10=2,121212...=2,(12), 

0,5(4)-100 2 0,5444... - 100 = 54,444... = 54,(4), 

0,782(3)- 1000 = 0,782333... - 1000 = 782,333... = 782,(3). 


1 pavyzdys. Trupmenas 0,(23) ir 0,(314) pakeiskime papras- 
tosiomis trupmenomis. 

Sprendimas. Pazymékime x=0,(23), y =0,(314). Kiekviena trup- 
mena reikia padauginti iš tokio skaičiaus, kad gautosios trupmenos 
periodas liktų toks pat. Todėl pirmąją reikia padauginti iš 100, o 
antrąją — iš 1000. Padauginę atitinkamai iš 100 ir iš 1000 kiekvie- 
nos lygybės abi puses, gauname 

100x=23,(23) ir 1000y=314,(314). 
Tuomet 
100x -x = 23,(23) - 0,(23) = 23 
ir 1000y - y = 314,(314) - 0,(314) = 314; 

iš čia 99x - 23, 999y 2 314 ir 

_23 314 


799' >= 999: A 


Apibendrine šiuos du pavyzdžius, suformuluojame tokią gryno- 
sios begalinės dešimtainės periodinės trupmenos keitimo paprasta- 
ja trupmena taisyklę. 


x 
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1 taisyklė. Grynoji periodinė trupmena lygi tokiai paprasta- 
jai trupmenai, kurios skaitiklis lygus periodui, o vardiklis — skai- 
čiui, turinčiam tiek devynetų, kiek periode yra skaitmenų. 

2 pavyzdys. Trupmenas 0,5(4) ir 0,782(31) pakeiskime pa- 
prastosiomis. 

Sprendimas. Pažymėję x= 0,5(4), y=0,782(31) ir padaugine abi 
pirmosios lygybės puses iš 10, o antrosios — iš 1000, gauname 

10x =5,(4), 1000y = 782,(31). 

Remdamiesi 1 taisykle, turime 


4 49 31 77449 
10x =55 => 1000y = den ma 7 
49 , _ 77449 
90” 7 99000 ` 
Vadinasi, 
49 54-5 _ 77449 _ 78231-782 
052-5577 gg > %7828D= 52000 59000 ' ^ 


Apibendrinę šiuos du pavyzdžius, suformuluojame tokią mišrio- 
sios begalinės dešimtainės periodinės trupmenos keitimo paprastą- 
ja trupmena taisyklę. 

2 taisyklė. Mišrioji periodinė trupmena lygi tokiai paprasta- 
jai trupmenai, kurios skaitiklyje parašytas skaičius lygus tarp kab- 
lelio ir antrojo periodo ir skaičiaus tarp kablelio ir pirmojo periodo 
skirtumui, o vardiklyje — skaičius, turintis tiek devynetų, kiek skait- 
menų yra periode, ir tiek nulių, kiek skaitmenų yra tarp kablelio ir 
pirmojo periodo. 


Pratimai 

1.4. Pakeiskite paprastosiomis trupmenomis: 1) 0,(7); 2) 0,(45); 
3) 12,(4); 4) 4,5(82); 5) 0,21(13). 

1.5. Apskaičiuokite: 1) 0,(2)+0,(5); 2) 2,(3) - 0,3(5); 
0,725 + ; +0,175+0,42(6)+0,12(3) 

0,128 -6,25 — 0,0345 : 0,12 > 


0,8(5)+0,17(1) , 0,8(3) +0, 1(6) 
0,8(5) -0,17(1) 0,8(3)-0,1(6) ` 


3) 


4) 


1.4. PROCENTAI 


Procentu (lot. pro centum - nuo šimto) vadinama šimtoji skai- 
čiaus dalis. Vietoj žodžio „procentas“ rašomas ženklas %. 

Taigi bet kurio skaičiaus 1% yra lygus jo 0,01 daliai, 2% — jo 
0,02 dalims, 35% — jo 0,35 dalims ir t. t. Todėl, norėdami rasti to 
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A A ož cmm Á — e — Más 


1 skyrius SKAICIAI 


skaičiaus p%, turime jj padauginti iš m PavyzdZiui, kai 20% 
mišinio, kurio masė 350 kg, sudaro cementas, tai tame mišinyje 
esančio cemento kiekis lygus 350-0,2= 70 (kg). 


Sprendžiami tokie trijų tipų procentų uždaviniai: 

1) apskaičiuoti, kam lygus skaičius, sudarantis p% skaičiaus a; 
2) rasti patį skaičių, kai žinoma, jog jo p% yra skaičius b; 

3) apskaičiuoti, kiek skaičiaus a procentų sudaro skaičius b. 


Visus šiuos tris uždavinius galima išspręsti panaudojant tą pa- 
čią proporciją. Posakis „p% skaičiaus a lygu b“ reiškia, kad a ati- 
tinka 100%, ob — p%, todėl vienam procentui tenka a : 100 ir b : p. 
Iš čia gauname lygybę 


a : 100-b : p. 


Žinodami bet kuriuos du šios proporcijos narius, visada galési- 
me rasti trečiąjį. 

Pavyzdžiui, norėdami rasti 20% skaičiaus 34, į šią lygybę įra- 
some a =34, p=20 ir gauname proporciją 34 : 100=b : 20. Tuomet, 
pasirėmę proporcijos savybe, kad kraštinių narių sandauga lygi vi- 
dinių narių sandaugai, gauname 10056=34-20 > b = br =6,8. 

Aišku, šį uždavinį galėjome išspręsti taip, kaip sprendėme už- 
davinį apie mišinį. 

Tarkime, kad reikia rasti skaičių, kai žinoma, jog jo 30% yra 
lygu 60. Vadinasi, p=30, b=60 ir 


a : 100 = 60 : 30 => 30a = 6000 > a = 200. 


Norėdami apskaičiuoti, kiek skaičiaus 82 procentų sudaro skai- 
čius 2, turime išspręsti proporciją 


82 : 100=2 : p. 
-— 100 À 
Iš čia 82p=100-2> p= ŽŽ“ 2,4% (0,1 procento tikslumu). 
1 pavyzdys. Sodinin- 50 m 
kas pirko sklypą (1.4 pav.), 
mokėdamas už 1 arą po 10 m 


1000 Lt. Po metų jį pardavė 20m 
8% brangiau, negu pirko. 
Kiek litų jis pelnė? 
Sprendimas. Sklypą su- 10 m 
daro stačiakampis, kurio 1.4 pav. 
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kraštinės 10 m ir 20 m, bei trapecija, kurios kraštinės 10 m ir 20 m, 
o aukštinė 40 m. Todėl jo plotas 


S - 20-10 10729. 49 - 800 (m*)=8 (a). 
Už sklypą sumokėta 8000 Lt. Šios sumos 8% sudaro 
8000-0,08 = 640. 
Taigi sodininkas pelnė 640 Lt. A 


2 pavyzdys. Fondas paskyrė 50 000 Lt mokslo tyrimo darbui 
finansuoti. Pagal 1 lentelę sudarykime išlaidų sąmatą (1 Lt tiks- 
lumu). 


1 lentelė 


AS 
Kitos išlaidos (33% bendros sumos) MA 
Sprendimas. Pažymėkime: darbo užmokestis - x, socialinis 
draudimas - y, kitos išlaidos - z. Tuomet 
z=50 000-0,33 = 16 500. 


Vadinasi, x + y = 50 000 - 16 500 = 33 500. Sudarome lygtį x +x x 
x 0,31 =33 500 > 1,31x=33 500; iš čia x=25 573. Taigi y= 7927. 
Užpildę lentelę, gauname tokią išlaidų sąmatą: 


Išlaidų sąmata 


Išlaidų straipsniai 


Darbo užmokestis 


Socialinis draudimas (31% darbo užmokesčio) 


2 lentelė 


Išlaidų straipsniai Suma, Lt 
Darbo užmokestis 25 573 


Socialinis draudimas 7927 


Kitos išlaidos 16 500 


Iš viso: 


A 


3 pavyzdys. Indėlininkas į banką padėjo 10 000 Lt. Po trejų 
metų indėlis buvo lygus 10 927,27 Lt. Kokia buvo banko metinių 
palūkanų norma? i 

Sprendimas. Spresdami šį uždavinį, aptarsime sudėtinių pro- 
centų skaičiavimą. Palūkanų metinę normą pažymėkime p%. Jei į 
banką padėta suma lygi x, tai po metų, priskaičiavus palūkanas, ji 


pasidaro lygi x Henr = xfi + Xon ) Dar po metu, priskaičiavus 
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- ži : P | D 
palūkanas, ji lygi + + 100 "Ju i + 100 ) w Ec + 100 J 
2 


a[i 100 j- UE: +300 | . Po trejų metų ši suma padidėja iki dydžio 


100 


3 n 
fi + i6]: Taigi po n metu indélis pasidaro lygus uu + wl: 
Šis reiškinys ir yra sudėtinių procentų apskaičiavimo formulė. 


Nagrinéjamame pavyzdyje x= 10 000, n=3. Vadinasi, gauname 


3 
j P |- ; 
lygt 10 000/1+ vj 10 927,27 ; 


3 
18 Cia (155) =1,092727 214 —— 21,082 p=3%. 


ioi 
Taigi metiné palükanu norma lygi 3%. A 


Pratimai 


1.6. Į įstaigą dirbti buvo priimti 5 darbuotojai, paskiriant vi- 
siems vienodą mėnesinį atlygį. Po atestacijos buvo nuspręsta trims 
jų 104 padidinti atlygį. Kiek procentų buvo sumažintas atlygis ki- 
tiems dviems darbuotojams, jeigu jų visų darbo užmokesčio fondas 
paliktas toks pat? 


1.7. Sumažinus skalbimo mašinos kainą 12%, ji atpigo 180 Lt. 
Kiek kainavo skalbimo mašina iki nukainavimo? 


1.8. Atpiginus prekę 15%, ji kainavo 140 Lt. Kokia buvo pradi- 
nė prekės kaina (atsakymą pateikite 1 Lt tikslumu)? 


1.9. Dviejų apskritimų centras yra 

bendras. Mažesniojo apskritimo spindu- 

lys sudaro 80% didesniojo apskritimo 

spindulio. Kiek procentų padidėtų tais 

apskritimais apriboto žiedo plotas, jei 

mažesniojo apskritimo spindulį suma- 

Zintume 10%, o didesniojo - padidin- 

tume 20%? p 
1.10. Ūkininko pirkto žemės skly- 

po ploto schema pateikta 1.5 paveiksle. 359 m 

Pirkdamas šį sklypą, jis už 1 ha mokėjo 

po 1800 Lt. Po metų ūkininkas sklypą 

pardavė 12% brangiau, negu pirko. 500 m 

Kiek jis uždirbo? 1.5 pav. 
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1.11. Kredito unija „Pagalba“ moka 5% mėnesinių palūkanų, o 
bankas „Jūsų šansas“ - 15% palūkanų kas ketvirtį. Kur pelningiau 
padėti pinigus 6 mėnesiams? 

1.12 (VBE, 2000). Asmuo, į banką padėjęs 5000 Lt indėlį, po 
dvejų metų jį atsiėmė ir gavo 5832 Lt. Kiek procentų metinių pa- 
lūkanų mokėjo bankas? 

1.13. Mišinį T, sudaro smėlis ir cementas, sumaišyti santykiu 
2:1, o mišinį T, - santykiu 4 : 1. Kokį kiekį kiekvieno mišinio 
reikia paimti, kad juos sumaišius būtų gauta 8 m* naujo mišinio, 
kurio 75% sudarytų smėlis, o 25% — cementas? 

1.14. Kompanija įsigijo du akcijų paketus, paskui juos pardavė 
už 7 milijonus 680 tūkst. Lt, gaudama 287 pelno. Kiek kompanija 
sumokėjo už kiekvieną akcijų paketą, jeigu juos parduodama 
kompanija už pirmąjį gavo 40% pelno, o už antrąjį - 20707 


1.5. ABSOLIUČIOJI IR SANTYKINĖ PAKLAIDOS 


Matuodami dažnai gauname apytiksles matuojamojo dydžio (il- 
gio, masės ir kt.) reikšmes. 

Tarkime, kad à - apytikslė dydžio a reikšmė. 

Tuomet dydis A= la -dl vadinamas absoliučiąja apytikslės 
reikšmės paklaida, o absoliučiosios paklaidos ir apytikslės reikš- 


la -à| 
El 


reikšmės paklaida. Santykinė paklaida paprastai išreiškiama pro- 
centais. 


més modulio santykis ô= vadinamas santykine apytikslės 


© ]1 pavyzdys. Detalė, kurios ilgis 54,323 mm, išmatuota 
0,1 mm tikslumu. Gauta apytikslė detalės ilgio reikšmė 54,3 mm. 
Raskime santykinę šios reikšmės paklaidą (0,01 procento tikslumu). 

Sprendimas. Absoliučioji paklaida A= [54,323 - 54,3| = 0,023, 


santykinė paklaida ô= LS -100% =0,04%. A 


2 pavyzdys. Kreivine trapecija yra apribota asimi Ox ir pa- 
rabolés y = 4x - x? lanku, esančiu virš ašies Ox (1.6 pav.). Į parabolės 
lanką įbrėžta laužtė OABCD. 

1. Apskaičiuokime kreivinės trapecijos plotą S. 

2. Apskaičiuokime apytikslę kreivinės trapecijos ploto reikšmę 
Š, pakeitę kreivinę trapeciją figūra, apribota laužte OABCD ir 
ašimi Ox. . 

3. Raskime apytikslės reikšmės S santykinę paklaidą 6 
(0,01 procento tikslumu). 
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E: 


O 2 
1.6 pav. 
> r aa 
Sprendimas. 1. Žinome, kad S = [(4x-2*)dx 1645-57] = 
2.42 47 „32 ' 
i 3 3" 


2. Apskaičiuosime reikšmę i$ . Kadangi 


55 A ZOK AK «1(AK* BL). AM - 


-1.1.341 ists 
=71:3+708+4)-1==5, 


tai S =10. 


2 
28.8232 19.2 ir 5-3. .20, . 
3. Tuomet A=S S=3 10-3 ir ded 100% =-=-% = 
=6,67%. A 


Pratimai 


1.15. Skaičius 14,652 
pakeistas jo dešimtainiais 
artiniais su trūkumu ir per- 
tekliumi 0,1 tikslumu. Ap- 
skaičiuokite santykines šių 
artinių paklaidas 0,01 pro- 
cento tikslumu. 

1.16. Kreivinę trapeciją 
riboja ašis Ox, tiesės x=1, 


x=3 ir hiperbolės y= 1 


lankas, esantis pirmajame 
ketvirtyje (1.7 pav. 
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1. Apskaiéiuokite kreivinés trapecijos plota S (0,01 


tikslumu). 


2. Apskaičiuokite apytikslę kreivinés trapecijos ploto reikš- 
mę S 0,01 tikslumu, pakeitę kreivinę trapeciją figūra, apribota 


laužte ABCDE ir ašimi Ox. 


3. Raskite apytikslės reikšmės S santykinę paklaidą 6 (1 pro- 


cento tikslumu). 


1.6. LAIPSNIAI IR ŠAKNYS 


Tarkime a - bet kuris realusis skaičius, n - natūralusis skai- 
čius, n> 1. Tuomet n-tasis skaičiaus a laipsnis apibrėžiamas taip: 


a"=a-a-..-a. 
n dauginamųjų 
Laikome, kad a!=a. 


is _16 
Pavyzdžiui, B 73333 8l 
Teisingos šios savybės (čia n, keN, a, beR): 


1) a^ .a* =qrtk 
2) a^: at =a"; 


3) (ar) =a"; 
4) a” - b” = (aby; 


5) (5) 50. 


Kai az0, neN tai apibreziame: 


a0=1 
ir 
1 
Lb 
a "7 
a 


Pavyzdžiui, 


Nan CO Tape (6) 7 
5 


Kiekvieną teigiamą skaičių a galima išreikšti taip: 


a —a,: 10"; 
čia 1<a,<10, neZ. 


(1) 

(2) 

(3) 
.5 125 
4! 64 


Išraiška a,-10" vadinama standartine skaičiaus a išraiška. 
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Pavyzdžiui, skaičių 1035; 241; 0,056; 1,7 standartinė išraiška 

yra tokia: 
1035=1,035-103, 241=2,41-10*% 0,056=5,6-10-?, 
1,7=1,7-100, 

Standartine išraiška parašyti skaičiai dažniausiai naudojami, 
kai jie yra arba labai dideli, arba labai maži. 

Pavyzdžiui, vidutinis Zemés atstumas nuo Saulės lygus 
1,49.10? km, šviesos greitis vakuume c = 2,9979250(10)-10* m/s, 
elektrono spindulys r,= 2,817939(13)-10-5 m. 

1 pavyzdys (VBE, 2001). Apskaičiuokime a+2b, kai 
a -2,8.1077, b=2,1-10-8, 

Atsakymą užrašykime standartinės išraiškos skaičiumi. 

Sprendimas. Kadangi 2b=4,2-10-=0,42-10-7, tai 

a+2b=2,8-10-7+0,42-10-7=3,22-10-7. 

Ši išraiška yra standartinė, nes 1« 3,22 « 10. 

Galima buvo spresti ir taip: 

a+2b=2,8-10-7+4,2-10-3=28-10-3+4,2-10-8=32,2-10-8, 

Tačiau ši išraiška dar nėra standartinė, nes 32,2>10. Bet 
32,2=3,22-10 ir 32,2-10-2=3,22-10-10-3=3,22-10-7. A 

Toliau apibrėšime aritmetinę šaknį. Tarkime, kada 2 0 ir neN, 
n>1. Tuomet egzistuoja vienintelis neneigiamas skaičius x, tenki- 
nantis sąlygą x" =a. Sis skaičius x vadinamas skaičiaus a n-tojo laips- 
nio aritmetine šaknimi ir žymimas Ya . Taigi aritmetinė šaknis yra 
neneigiama šaknies reikšmė, gauta ištraukus šaknį iš neneigiamo 
skaičiaus. Pavyzdžiui, 9/64 =2, nes 29=64; J16=4, nes 4?- 16; 
4129 29, nes 93= 729. 

Vadinasi, pagal apibrėžimą, (Va y =a. 


Kai a 20 ir b20, n, k, men, tai teisingos tokios savybės: 
1) ab = Ma -3 ; 4) Wa = "a ; 
2) Ja Ya 520, 5) [ot uat. 

b xb 

k 

3) (Va) = Ia: ; 
19 243 3243 3. 
32 32 39 2" 
(87% 2366 2385 23r 81; Wa = a ; 


(Va) - a5 = Ya" Ala? = ala? ; Ya? = Ja . 


Pavyzdžiui, 5/7 
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Tarkime, kad a « 0, neN, n>1. Kai n - lyginis skaičius ir a « 0, 
tai nėra nė vienos realios x reikšmės, su kuria būtų teisinga lygybė 
x"=a. Tai reiškia, kad realiųjų skaičių aibėje neegzistuoja lyginio 
laipsnio šaknis iš neigiamojo skaičiaus. Kain - nelyginis skaičius, 
tai yra vienintelis realusis skaičius x, su kuriuo x"=a. Sį skaičių 
irgi žymėsime simboliu Wa. Pavyzdžiui, /-32 =-2, 3[-64 =-4. 

Tačiau, kai n — lyginis skaičius, tai simboliu Ya žymima tik 
aritmetinė šaknis, taigi Va >0, kai a 20. 


2 pavyzdys. Įrodykime, kad 320+144/2 «120-1442 =4. 
Sprendimas. Kadangi — 20«1442 - (24.42) , 20-1442 = 


- (2 - 2) , tal 
2/20 +14/2 +3/20 1442 =3l(2+42) «Jg -2 ) E 


2244242-42-4. A 


Jau esame apibréze laipsnį, kurio rodiklis yra sveikasis skai- 
čius (teigiamas, neigiamas arba nulis). Dabar dar apibrėšime laips- 
nį, kurio rodiklis yra trupmeninis skaičius. 

Tarkime, kad m, neN, n 22. Tuomet, pagal apibrėžimą, kai a 20, 


a^ = a" , (4) 
ir kai a 50, 


(8) 


EH. 1. T od 


Kai a «0, tai laipsnis, kurio rodiklis yra trupmeninis skaičius, 
neapibrėžiamas. 

Apibendrindami galime pasakyti, kad (1) - (5) formulės, paim- 
tos kartu, ir yra laipsnio, kurio rodiklis - racionalusis skai- 
čius, apibrėžimas. 

Kaia>0, b>0, r, s - bet kurie racionalieji skaičiai, tai teisin- 
gos tokios savybės: 


1) eu ar: 4) a” -b = (ab) ; 
bl ig UR a uy 
2) a:a za; 5) p B 
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3 pavyzdys. Apskaičiuokime a = (2,25) -(16)* - (- 4! - (283). 
Sprendimas. Kadangi 


TA 4 Wed 
(2325) = 42,25 =15, (18) ' 2 — -——--, 
ii f6 2 
1 1 
4)" = —G=-2, (283) = 
ali dE dias 
i a=1,5-1-[-4 \1=-84+1= 
tai a=1,5 2 iii 1. A 


Laipsnio rodiklis gali būti ir iracionalusis. Išnagrinėkime, pa- 
vyzdžiui, kokią prasmę turi 3%. Iracionalusis skaičius /2 yra tarp 
dviejų racionaliųjų skaičių — jo artinių su trūkumu ir pertekliumi, 
pavyzdžiui, 3141 < 3% < 3142, 

Vadinasi, 3% yra skaičius, esantis tarp racionaliųjų skaičių 3^4 
ir 31%, Matematiškai yra įrodyta, kad toks skaičius egzistuoja ir 
yra vienintelis. 

Laipsniai, kurių rodikliai yra realieji skaičiai, pasižymi tomis 
pačiomis savybėmis, kurios būdingos laipsniams su racionaliaisiais 
rodikliais. 


Pratimai 


1.17 (VBE, 1999). Apskaičiuokite (2% iš = 

A 42; B 242; C 4; D 8; E, 
1.18. Apskaiciuokite: 

1) /11-642 -/11+642 ; 2) A 6561 

3) 49-445 ; 4) 419-642 ; 


5) 413-448 +/13+443 ; 6) 243 4 45 - V13 + /48 13 + /48 


7) 443-3042 +/43 3042 ; o OE 2 Fan DI 


TRER S 
Y rada AB 


20. Kuris skaicius yra didesnis: 


1990 1989 
1) 46-33 ar 1; 2) J4«-d42 ar3; 3) iss * id 


skyrius ALGEBRINIAI REISKINIAI 


2.1. PAGRINDINES SAVOKOS 


Algebriniai reiškiniai sudaromi iš skaičių ir kintamųjų, 
sujungiant juos sudėties, atimties, daugybos, dalybos, kėlimo racio- 
naliuoju laipsniu ir šaknies traukimo operacijomis (veiksmais). 

Algebrinių reiškinių pavyzdžiai: 


2 AA a -a*l, 
1) a?b+ 3ab 50€ (a-b); 2) 2a43 > 


3) Va? +5a +4; 4) Ya -1b. 


Algebrinis reiškinys, kuriame raidės ir skaičiai susieti sudėties, 
atimties, daugybos, dalybos ir kėlimo tik sveikuoju laipsniu veiks- 
mų ženklais, vadinamas racionaliuoju algebriniu reiškiniu. To- 
kie yra pavyzdžiuose pateikti 1 ir 2 reiškiniai. 

Racionalieji algebriniai reiškiniai skirstomi į sveikuosius racio- 
naliuosius ir trupmeninius racionaliuosius reiškinius. Jeigu racio- 
naliajame reiškinyje nėra dalybos iš kintamųjų veiksmo, tai jis 
vadinamas sveikuoju racionaliuoju reiškiniu, priešingu atveju 
- trupmeniniu racionaliuoju reiškiniu. Taigi pavyzdžiuose 
pateiktas 1 reiškinys yra sveikasis racionalusis, 2 reiškinys — trup- 
meninis racionalusis. 

Algebrinis reiškinys, kuriame atliekamas šaknies traukimo 
veiksmas, vadinamas iracionaliuoju reiškiniu. Tokie yra pavyz- 
džiuose pateikti 3 ir 4 reiškiniai. 

Kintamųjų reikšmės, su kuriomis algebrinis reiškinys turi pras- 
mg, vadinamos leistinomis reikšmėmis, o jų aibė — algebrinio 
reiškinio apibrėžimo sritimi. 

Sveikasis racionalusis reiškinys turi prasmę su visomis kinta- 
mųjų reikšmėmis, trupmeninis racionalusis - su tomis, su kurio- 
mis vardiklis nelygus nuliui, iracionalusis reiškinys — su tomis, su 
„kuriomis pošaknis yra neneigiamas, kai šaknies laipsnis yra lyginis 
arba trupmeninis skaičius. Vadinasi, 1 reiškinys turi prasmę su bet 
kuriomis a, b, c reikšmėmis, 2 reiškinys — su visomis a reikšmė- 
mis, išskyrus a = — 1,5 (tuomet 2a - 3-0), 3 reiškinys - su tomis a 
reikšmėmis, su kuriomis a?+5a+4>0 (taigi, kai ae(-0; -4]U[-1; 
+00)), 4 reiškinys - su a20 ir b>0. 
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Įrašę į algebrinį reiškinį vietoj kintamųjų kurią nors ju leistiną 
reikšmę, gauname skaitinį reiškinį. Jo reikšmė vadinama algebri- 
nio reiškinio reikšme. Jeigu dviejų algebrinių reiškinių, sudarytų 
iš tokių pat kintamųjų, reikšmės su visomis leistinomis kintamųjų 
reikšmėmis yra lygios, tai tokie reiškiniai vadinami tapačiai ly- 
giais. 

Tapatybe vadinama lygybė, kuri teisinga su visomis leistino- 
mis kintamųjų reikšmėmis. 

Pavyzdžiui, reiškiniai (a + b) ir a?+ 2ab + b?, abc ir cba, x3-x* ir 
x" yra tapačiai lygūs. 

Vieno reiškinio keitimas jam tapačiai lygiu vadinamas tapa- 
čiuoju reiškinio pertvarkiu. 


2.2. SVEIKIEJI RACIONALIEJI REIŠKINIAI 


Pats paprasčiausias sveikasis racionalusis reiškinys — tai vie- 
nanaris. Jis užrašomas skaičių ir kintamųjų natūraliųjų laipsnių 
sandauga. 

Pavyzdžiui, 3abc; iab; 5ab?ez, 

Sudédami (atimdami) vienanarius, gauname sudėtingesnį svei- 
kąjį racionalųjį reiškinį, kuris vadinamas daugianariu. Pa- 
vyzdžiui, 3abc *ia'b; iab —bab?'c?; x*—-xy+ y?. 

Toliau aptarsime veiksmus su daugianariais. 

Sudedant daugianarius, tenka atskliausti skliaustus. Vadovau- 
jamės tokia taisykle: jeigu prieš skliaustus nėra jokio ženklo arba 
parašytas pliusas, tai atskliaučiant daugianario narių ženklai ne- 
keičiami, o jeigu prieš skliaustus yra minuso ženklas, tai atskliau- 
čiant daugianario narių ženklai pakeičiami priešingais. 

Atskliautus skliaustus, sutraukiami panašieji nariai (jeigu to- 
kių yra). 

Pavyzdžiui, 

(a? -ab+6*)-(3a* +4ab-b?)= - 


= a? —ab +b? — 3a? — 4ab + b? =-2a? —5ab+2B? . 


Daugindami daugianarį i$ vienanario, iš pastarojo padaugina- 
me visus daugianario narius ir gautas sandaugas sudedame. 

Pavyzdžiui, 
(s —3bc + 2 [-406)- 


{tab \-3be.| t} labed - Lap |. 
= 4ab-( 12) se gob Je žado | 0). 


_ ,2p2,3 p2. l 312 
=-ab +3abc gabe. $á 


Daugindami daugianarį i$ daugianario, vieno daugianario 
kiekvieną narį padauginame iš kito daugianario kiekvieno nario ir 
gautas sandaugas sudedame. Jeigu yra panašių narių, juos sutrau- 
kiame. 

Pavyzdžiui, 
(x+y+2(x-2y+32)=x-x+x-(-2y)+x-32+y-x+y-(-2y)+ y -3z + 
+2-1+2-(-2y)+2-32 = x? -2xy +3x2 + xy -2y? +83 yz + xz -2y2 +32? = 

=x? — xy +4x2 -2y? + yz +32? = x? -2y? +32? — xy c Axz + yz. 
a Pratimai 

2.1. Atlikite veiksmus: 

1) x-y*zYx*y-2) 2) (bab - 4a?b 4 3c? (a - b & o) ; 

3) Qx+3y+ 1)(2x?y -8xy? — 1) ; 4) x(x- D(x-2Mx-3). 

2.2. Įrodykite, kad šios lygybės yra tapatybės: 

1) (a? +b? +c? )(x? + y? + 22) -(ax +by+c2) = 

= (bx — ay} + (cy —bzY (az ^ exY ; 
2) (a+b+c+dY +(a+b-c-dY +(a+c-b-dY + 
+(a+d-b-c) =4(a? +b? +e +d’). 
n n4l 
2.3. Apskaičiuokite reiškinio ( +3) -3(x+*+3) + 


t (x? «3y" Je + 3)” reikšmę, jeigu x =y0,(3). 


2.3. GREITOSIOS DAUGYBOS FORMULES 


Taip vadinamos šios tapatybės: 


(a+b) (a-b)=a* -b*; (1) 
(a+b? =a? +2ab+b*; (2) 
(a-b? =a? -2ab «b? ; (3) 
(a +b} =a? +3a?b - 3ab? e D? ; (4) 
(a — by =a? —3a?b - 3ab? -b° ; (5) 
(a +b)(a? -ab+b?)=a* tb). (6) 
(a -b)(a? - ab « b* ) a? -b?. (7) 


Z 1 pavyzdys. Apskaičiuokime (x + y - (x - yf , kai x = 100203, 
y 2 100-20, 
Sprendimas. Kadangi 
(a+ y? - (x - yf 2 x5 +2xy + y? - (x* -2xy + y?) = 
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= xX? +2xy + y? — x? +2xy- y? =4xy, 
tai duotojo reiškinio reikšmė lygi 4-100293.100-203=4. A 
2 pavyzdys. Pakelkime kvadratu (a+b+c)ž. 
Sprendimas. Narius sugrupuojame taip, kad galėtume pritai- 
kyti (2) formulę: 
(a b cY =((a+b)+c) =(a +b? +Ma+b)-c+c? = 
= a? - 2ab +b? +2ac +2bc +c? 2 a? +b? e c? +2ab+2ac+2bc. A 
Iš šio pavyzdžio išplaukia tokia daugianario kėlimo kvadratu 
taisyklė: keliant daugianarį kvadratu, kiekvieną daugianario narį 
reikia pakelti kvadratu, tuomet juos sudėti ir prie gautosios sumos 
pridėti visas įmanomas jo narių dvigubas sandaugas, pavyzdžiui, 
(8x -2y +2)? 2 9x? + Ay? +2? -12xy +6x2-4yz. 
3 pavyzdys. Sudauginkime (a+b+cXa+b-c). 


Sprendimas. Narius sugrupuojame taip, kad galétume pritai- 
kyti (1) formule: 


(a+b+0(a+b-c) =((a+b)+c)((a+b)-c)= 
= (a+b? - c 2a? «2ab «b? -c? Za? +b? -c? +2ab. A 
4 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 
A= (x? +x43 +1)(2* — 113 +1)(x? +1). 


Sprendimas. Sugrupavę pirmuosius du dauginamuosius, taiky- 
sime (1) formule: 


A= (x +1)+ x43 (o +1)-xv3)(x +1) - 
«(e +1) - (148) le +1)= (1* +22? 41-32? )(x? +1) = 


= (x? +1)(x* =x? +1). 
Toliau taikome (6) formule: 
(2? +1)(x* -x +1)=(x*) +l =xf+1. 

Atsakymas. A=x*+1. A 

5 pavyzdys. Tarkime, kad a+b+c=0. Įrodykime, kad 
aè +b? + cè = 3abc. 

Sprendimas. Kai a+b+c=0, tai a+b= -c. Pakelkime abi šios 
lygybés puses kubu: 

(a+b) =-c? e a? +3a?b +3ab? +b? =-c? S 
€» a? +b? +e « —3a?b - 3ab? S a? +b? +03 = -3ab(a x b). 
Kadangi a 4 b - -c, tai gauname a? - b? 4 c? - -3ab-(-c)= 3abc. 
Tapatybė įrodyta. A 
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Pratimai 

2.4 (VBE, 1999). Jei += 1009 ir y=100-9%, tai (x+y)}— (x- 
e 100-8; — B002 C2 D4 E2-100%, 

2.5. Atlikite veiksmus: 

1) (n* -2n* +4)(n? «2)-2(1-n*) -(8-n*)(n* +3); 

2) (at =a? +1)(a* +a? +1)(a* -at +1); 

3) (a+D(a? +1)(a* +1)-...- (a? +1); 

4) (x? +2)(x? x6 +2)(x? -xN6 +2); 

5) (a? -a+1)(a* -a? +1)-...-(a“* —a?? +1); 

6) (a+b+cY -(a+b-cY -(b+c-aY -(c+a-bY, 

2.6. Įrodykite, kad šios lygybės yra tapatybės: 

1) x(x +1X(x +2Xx +3) = (x? +3x+1) -1; 

2) (a? +b? )(x? + y? ) = (ax —byY +(bx+ayY; 

3) a(b? -c*)eb(c? -a?)+c(a? -b?) = (a -bXb -cXc-a); 

4) (b-cY +(c-a) *(a-b) -3(a-bXa-cXYc-b); 

5) ala + 1a +2)a +3) +1 = (a? +30 +1) f 


2.4. DAUGIANARIŲ SKAIDYMAS DAUGINAMAISIAIS 


Kai kuriuos daugianarius galima išskaidyti dauginamaisiais. 
Toks skaidymas ypač reikalingas, kai tenka bendravardiklinti al- 
gebrines trupmenas. 

Skaidydami daugianarius dauginamaisiais, grupuojame jų na- 
rius, iškeliame bendruosius daugiklius už skliaustų ir taikome 
greitosios daugybos formules. 


1 pavyzdys. Reiškinį A=2a*b- 2ab? + 3abc -b?c — 2a?c — 
—ac? +bc? išskaidykime dauginamaisiais. 

Sprendimas. Reiškinį sudaro 7 nariai - nelyginis narių skai- 
čius, todėl jo išskaidyti, grupuojant po 2, negalima. Kartais verta 
kurį nors daugianario narį pakeisti dviejų vienanarių suma. Sj kar- 
tą pakeiskime taip: 3abc = 2abc +abc. Tuomet 


Toliau vienodai pažymėtus narius sugrupuokime po du. 
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A = (2a?b -2ab*) + (2abc - 2a*c) * (abc — b?c) + (bc? —ac?). 
Iškėlę prieš skliaustus bendruosius daugiklius, gauname: 
A = 2ab(a — b) - 2ac(b — a) * bc(a — b)  c* (b — a). 
Matome, kad visi dėmenys turi vienodą daugiklį (a - b) (pakeitę dau- 
giklio (b-a) ženklą, taip pat gausime daugiklį (a - b)), kurį galima 
iškelti prieš skliaustus. Tuomet 
A - (a -b)(2ab -2ac * bc - c ) - (a - b) (Gab -2ac) + (bc - c? )) = 
= (a - b)2a(b — c) - c(b -c)) = (a -b(b -cY2a +c). A 

2 pavyzdys. Reiškinį A =a?- 5ab - 14b? išskaidykime daugi- 
namaisiais. 

Sprendimas. Spresime dviem büdais. 

1 būdas. Pakeite — 5ab -= — Tab + 2ab, turime 

A - a? - Tab + 2ab - 14b? = (a? — Tab) + (2ab - 145?) = 
= ala — Ib) + 2b(a — Ib) - (a — TbXa + 2b). 

2 būdas. Raskime kvadratinės lygties a?—5ab -14b?-0 
sprendinius, dydi b laikydami konstanta. Kadangi lygties diskrimi- 
nantas D=(-5b)?—-4-1-(- 145?) - 25b? + 565? = 81b?, tai šios lygties 
sprendiniai 


2 2 
" QBUS _5b+9b pi, a, = 594810? 5b-9b pp. 


1 


Pasinaudodami formule až- 5ab - 14b? = (a - a, Ma —a,), kvadra- 
tinį trinarj galime išskaidyti taip: 
a? — bab - 14b? = (a —TbXa —(-2b)) = (a —'ibY(a +2b). A 


3 pavyzdys. Reiškinį A=x*+y!* išskaidykime dauginamai- 
siais. 

Sprendimas. Nėra nė vienos greitosios daugybos formulės, ku- 
ria būtų galima išsyk pritaikyti reiškiniui x*+ y*. Todėl prie šio reiš- 
kinio pridėkime 2x?y? ir, kad jis nesikeistų, atimkime 2x?y? . Tuomet 


A=x*+2x y? + y* -2x* y? = (x? +y) - (V2xy) = 
E (x? + y?  J2xy (x? + y? - J2xy). A 


4 pavyzdys. Daugianarį x?+x?- 10x+8 išskaidykime daugi- 
namaisiais. 

Sprendimas. Šį kartą pasitelksime tokią taisyklę: jeigu bet ku- 
rio laipsnio daugianario x" t ax"? t a,x"? +...+a, x+a, koeficien- 
tai yra sveikieji skaičiai, tai kiekviena sveikoji šio daugianario šak- 
nis yra jo laisvojo nario a, daliklis. Kadangi 8 dalijasi iš +1, +2, 
+4, +8, tai duotojo daugianario sveikoji šaknis, jei tik tokią jis 
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turi, yra kuris nors šių skaičių. Nesunku įsitikinti, kad toks yra 
skaičius 1. Iš tikrųjų, įrašę 1 vietoj x, gauname: 
1?- 1?2- 10.1482 10- 10-0. 
Tokiu atveju x? +x2 -10x +8 turi dalytis be liekanos iš x-1. 
Nagrinėjamą daugianarį padalykime stulpeliu iš x-1: 


|ox54x?- 10x 48 x-1 
x- x? x?-2x-8 


_ 2x?-10x+8 
2x? — 2x 

| 0— 8x48 

-8x +8 

0 


Vadinasi, x?-4x?-10x48 = (x-1)(x* +2x-8). Kadangi x?+ 
+2x-8=0, kai x,=2, x,= -4, tai x? -2x -8 - (x -2)(x +4). 
Galutinai gauname x? * 3? -10x 48 = (x -1(x-2Y(x 44). A 


Pratimai 


2.7. Išskaidykite dauginamaisiais: 


1) 18a? +24a?b - 8ab? ; 2) 8x? +6xy -3yz -Axz ; 

3) af - b$ ; 4) 1-x?; 

5) x? - 3x? - 5x -15; 6) (ab - ac - bcY(a +b - c) - abc ; 
7) (a -b cy -a3 - b? —c? ; 8) à? +b? «c? -3abc ; 


9) y?(a-x)-x*(a—- y) x aà(x y); 

10) x? +x* +x? «x? +x+1; 

11) (x - y? +(y-2 - (z- xY - (x - yXy - ztz-x); 
12) xt + y* «z* - 2x? y? -2x?z2? - 2y?z? 


2.5. TRUPMENINIAI RACIONALIEJI REISKINIAI 


Trupmeniniu racionaliuoju reiskiniu arba tiesiog raciona- 
"M : T" P E eas 
ligja trupmena vadinamas reiškinys =, kai P ir Q — sveikieji 
racionalieji reiškiniai, be to, Q išraiškoje būtinai yra kintamųjų. 
Racionaliųjų trupmenų pavyzdžiai: 


aè? +b? +e, 3x—-4. bod 
2a-b+c + a+b+c 
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Pagrindiné racionalios trupmenos savybé apibüdinama sq- 
ryšiu g^ QR (Q £0, R £0). Jis reiškia, kad racionaliosios trup- 


menos skaitiklj ir vardiklj galima padauginti arba padalyti i$ to 
paties skaičiaus arba reiškinio, nelygaus nuliui. 


E d | E 
nx AVES tu) "ks 45 iid 
Pavyzdžiui, = = = . 
1,41 1 "m4 .90 4y+2  200-42y) 
5" 10 (57710 


Kai R= -1, gauname Q q: 


Vadinasi, kartu pakeite skaitiklio ir vardiklio Zenklus, trupme- 
nos reikšmės nepakeičiame. 

Pagrindinė trupmenos taisyklė naudojama prastinant trup- 
menas. Norint suprastinti trupmeną, pirmiausia reikia skaitiklį ir 
vardiklį išskaidyti dauginamaisiais. Trupmena galėsime suprastinti, 
kai skaitiklis ir vardiklis turės bendrų, nelygių nuliui dauginamųjų. 
3x? — x?y - 8xy? + y? 
3x? -x?y +3xy? — y? ` 

Sprendimas. Pirmiausia skaitiklio ir vardiklio narius sugrupuo- 
sime po du, paskui juos išskaidysime dauginamaisiais: 

3x? -x° y -3xy +y? _ (3x* -3xy” )- (2*y- y?) H 


3x'-x"y«3xy!-y! (313 +3xy?)-(x?y + y?) 
3x(x* -Y)-x(6 -X) (6-»)8x-» y 
- = —-—,—5,,(3x-yz0)A 
3x(x' +y’ )-y(x +y) (x-y)3x-» x+y 

Sudedant racionaliąsias trupmenas, kurių vardikliai yra vieno- 
di, reikia sudėti jų skaitiklius, o vardiklį palikti tą patį. Sudedant 
racionaliąsias trupmenas, kurių vardikliai yra skirtingi, pirmiausia 
trupmenas reikia subendravardiklinti. 

Bendravardiklindami trupmenas, atliekame tokius veiks- 
mus: 

1) trupmenų vardiklius išskaidome dauginamaisiais; 2) randa- 
me bendrąjį vardiklį, sudarytą iš kiekvieno vardiklio dauginamųjų 
(jei kuris nors dauginamasis yra keliuose vardikliuose, tai jis ima- 
mas pakeltas aukščiausiu laipsniu); 3) padaliję bendrąjį vardiklį iš 
kiekvienos trupmenos vardiklio, randame papildomus dauginamuo- 
sius, iš kurių padauginame atitinkamus trupmenų skaitiklius. 


1 pavyzdys. Suprastinkime trupmeną 


2 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 
x+2 y+2 z+2 
+ + 
x? -xy -xz +yz y'-xyexz-yz Z? +xy-— xz- yz ` 
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Sprendimas. Kadangi 
x? -xy xz yz = (x? -xy)- (xz — yz) = 


-x(x-y)-z(x-y-x-»yX(x-2, 


y? - xy * xz -yz = (y? -xy)tGz-y2)- 
= y(y-x)z(x-y)-2(x-yXz-y, 


Z? + xy- xz- yz = Es -xz) (xy — yz) = 


-2z(z-x)-y(x-z)-(x-2zXYXy-2), 


tai 
H x+2 y+2 z+2 


=———————+>—— 1 A A AAA 
(x-yXx—2) (x—9X2—) (x—-zXy-2)' 

Šių trijų trupmeny vardiklių bendrąjį vardiklį gausime, prie 
pirmosios trupmenos vardiklio prirašę kitų vardiklių dauginamuo- 
sius, kurių nėra pirmajame vardiklyje. Todėl bendrasis vardiklis 
lygus (x- yY(x—2zXy-2). Tuomet pirmosios, antrosios ir trečiosios 
trupmenos papildomieji daugikliai atitinkamai lygūs y-z2, z- x, 
x — y. Vadinasi, 

HE (1+2My —-2)+(y +2Xz-x)+(z+2Xx-y)_ 
(x — yx - My - z) 
|Xyt2y-xz-2zt*yzt*2z-xy-2xtxzt2x-zy-2y _ 
(x — ya - zKy —2) 
= (r AR = 
(x — y Mx —-zXy - z) 


3 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 
A= a? -ax _ 2a? y A 1_x 
ax-«x* x? -ax +a’ x-a? a œf 


Sprendimas. Kadangi a!x x? =x(a? +x*), o 


x? -ax? +0?x-a? za -ax?)+ (a?*x -a?)- 


= x* (x -a)+a*(x-a) =(x -a)(a* +4), 


As[ ox ___ 2a [p x-1 x). 
x(a* +x*) (x-a)(a* +1?) a a 


(a? -ax)(x -a) -2a?x a?-(x-Da-x | 


tai 


x (a? +x?)(x-a) a? 
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 a'x-ax!-a?«a!x-2a?x až -ax+0-x — 


x (a? +x? Jx-a) a? 
"x (a? -ax)+(a - x) 
B x(a? -x*)x-a) a? E 
" -a(x *a*) (a-xYXa*1) _ 
x(a?  x* (x -a) a? 
-a(x* +a?)(a-xMa+1) 441 
3 x (a? x! )(x -a)a? Tax ` 2 
4 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 


A 1 1 1 
a GIDIE Maa Gia” 


Sprendimas. Kadangi 


a 1  — _G+n+D-(x+m)_ 
(x-nY(x-n-1)  (x+nXx+n+1) 
E x+n+1 x+n "E RENE L 
^ (x+n)x+n+1) (x+nXx+n+1) x+n x+n+1? 
tai 
- e E O B A PO A IN 
x x+1 x+1 x+2 x+2 x+3 x+3 x+4 
„Au A 6 + E 
"Xx x+4 x(x-4) x(x-4) 
Pratimai 
esa LEA dl. 
2.8 (VBE, 2001). Apskaiciuokite: Tek + 1 
2 4x 2x 4x 
A . . . D m ; 
A Pug? "ai "S 
2.9. Suprastinkite reiškinius: 
1) x-2x!' || x*'-4 — 
3x43 ` 3x? +6x+3’ 
8 a a° -2a a+8, 
2 her "End a-4 Wert 
3) 2a — 4a? b -4a , 8a €. 
2a-b 4a? +4ab +b? b 2a+b” 
4) a-2n _ a-n A A 
aè +n? ažn-anž+n* an+n?? 
m+n n+p k p+m 


3) (n-plp-m) mp-m*+mn-—np mn np -n? -mp? 
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a " 2b n" c : 
(a-2bla-c) (2b-c)(2b-a) (c—aXYc-2b)" 
a , ad *a-l a'-ag-1 2e . 
a*-1 aš-a*+a-1 a*+a*+a+1 a*-1' 

a-c | ad-c c  lte).cl+c)-a. 
až +ac+c? a?b-bc? a-c c Jj be ? 
9) l | 1 2: 4€ — 8 

lx l+x 1«x? l+x* 1+x 
sia sudėkite du pirmuosius démenis, paskui pridékite trečiąjį ir t. t.); 
1 1 2 4 8 16 
10) — +4 + AÑ + + —— +=; 
a l+x 1+x? 1l+x% 1l+x% 1+x" 


a? -ax 2a? x-1 x 

- 1- xj 

11) E x? | a a?) 
x'-(x-1? | x'-(x!-1) x'(x-1?-1. 
(x? +1} x? xUx+D?-1  x*-(x41?"' 


16 2x  x?-20x' 12x 1 
TS Do oer x! +64 La 


6) 


7) 


(nurodymas: pirmiau- 


12) 


2.6. IRACIONALIEJI REISKINIAI 


Pertvarkydami iracionaliuosius reiškinius, taikome aritmetiniu 
šaknų bei laipsnių su racionaliaisiais rodikliais savybes, suformu- 
luotas 1.6 skyrelyje. 

Išnagrinėkime keletą pavyzdžių, iliustruojančių šias savybes. 
Laikysime, kad visi kintamieji įgyja neneigiamas reikšmes. 


1 pavyzdys. Iškelkime daugiklį prieš šaknies ženklą: 
V81la*b” ; J135a*b* . 


Sprendimas. Reiškinį perrašome taip: 
281a*67 = $27-3a3 -a? -b -b . 
Kadangi Y27a*b* = 3ab* , tai duotasis reiškinys lygus 
3ab? -V3a?b . 
Analogiskai 
/135a%b? = 49.15a*b?a = 3a*b/15a . A 
2 pavyzdys. Suprastinkime reiškinius: 


DJ; 2% Ya; 3 Va Ša; 04098. 
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2 skyrius ALGEBRINIAI REISKINIAI 


Sprendimas. 1) Kadangi x? - X =, tai (ala? = 

2) Ya? -Yat = Ya? -a* = Ia". 

3) Norėdami sudauginti, pirmiausia turime suvienodinti šaknų 
rodiklius: 

4) Kadangi skaičių 4 ir 6 mažiausiasis bendrasis kartotinis ly- 
gus 12, tai parašome: 


des -PY, 
Jay = lay) = EP, 
Tuomet 


Žinome, kad simboliu 4a „kain - lyginis skaičius, a 20, žymi- 
ma aritmetinė šaknis, taigi neneigiama šaknies reikšmė iš nenei- 
giamo skaičiaus. Tokia yra, pavyzdžiui, ir kvadratinė šaknis Ja 2 0. 
Jei nagrinėtume Ja? , tai šiuo simboliu irgi Zymétume aritmetine, 
taigi neneigiama šaknį. Todėl 


fe -pl- [5 kai a 20, 


-a, kai a «O0. 
Pavyzdžiui (4-5) = la -5|= a—5, kai 620, 
y A -a+5, kai a «5. 
Apskritai, kai n - lyginis skaičius, n = 2k, tai 
2k ar X la] R 
3 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį A —a-41—4a 4a? , 
kai a< L 
Sprendimas. Nesunku suvokti, kad 
A=a+WV1-4a+4a? =a+4 1-2a) =a+|L- 2al. 
Kai a <, tai 1-2a20, todėl |1-2a| =1-2a. Taigi 
A=a+1-2a=1-a. A 
4 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį A-wXx?-6x494 


+Y1-2x+x?. 
Sprendimas. Pertvarkome pošaknius ir gauname: 


A - J(x-3) tA -x 1 =|x-3|+|[l-a]. 


Reiškinys x-3 keičia ženklą, priklausomai nuo to, ar x yra di- 
desnis, ar mažesnis už 3. Reiškinio 1-x ženklas priklauso nuo to, 
koks yra x lyginant su 1. Todėl nagrinėsime, kokie yra reiškinių 
x-3 ir 1-x ženklai intervaluose, į kuriuos taškai 1 ir 3 dalija visą 
skaičių tiesę, taigi intervaluose (— o; 1], (1; 3] ir (3; +00). Parinke 
iš šių intervalų bet kurias x reikšmes, pavyzdžiui, x 20, x - 2 ir x=4, 
įsitikintume, kad intervale (-o; 1] teisingos nelygybės x-3<0, 
1-x>0; intervale (1; 3]- nelygybės x-3<0, 1-x<0; intervale 
(3; +œ) — nelygybės x-3>0, 1-x<0. Todėl 

-(x—3)-1-x, kai x<1, 
A -4-(x-3)-(1- x) kai 1<x <3, 
x-3-(1-x) kai x »3. 
Atlike veiksmus, gauname 


4-2x, kai x €1, 
A=42, kai 1<x<3, A 
2x-4, kai x>3. 


5 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 


A = (x? -4 «16 + h(x? +4) 162? . 
Sprendimas 
A = (x - 4) «162? + (1? +4) -16% 


= Jx* 8x? +16 - 4x* - 8x? +16 = 


= Xe +4) +(x? -4f =|? +4] +|x? -4| f 


Kadangi x?+4>0 su visomis x reikšmėmis, A = x? +4 +x? -4 E 
Matome, kad x?-4>0, kai x< - 2 arba x22 ir x?-4«0, kai 
-2<x<2. Taigi 
ed A kai x<-2 arba x>2, 
4-x?, kai -2«x«2. 


Vadinasi, 


AP kai x €-2 arba x22, A 


8, kai -2«x«2. 
Reiskinys xy turi prasmę, kai x 20 ir y 20 arba x<0 ir y<0, 
o reiskinys y. 2 y turi prasme tik tada, kai x 20 ir y 2 0. Vadina- 


si, formule 
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? skyrius ALGEBRINIAI REIŠKINIAI 
teisinga tik tada, kai x 20 ir y 20. Taigi taikydami šią formulę, su- 
siauriname reiškinio leistinųjų reikšmių aibę. 

Išnagrinėkime, kaip reikia taikyti formulę xy =Wi*y, kai 


įkeliame daugiklį x po lyginio laipsnio šaknies ženklu. 
Kadangi teisinga formulė 


2H 2 y = |x| y, 
tai, jkeldami x po šaknies ženklu, turime rašyti: 


ay = Yi y , kaix20 ir — x"|y 2—xU y, kai x<0. 


6 pavyzdys. Apskaičiuokime $13 4 43 A1-248 . 


Sprendimas. Kadangi 1-2/3<0, tai 


Via«48 AL -248 = 457415 (1-248) z 
= Aia +443 -$13 -443 =-Y169-48 = -$21 = 4117 = M1 


7 pavyzdys. Suprastinkime reiškinius: 
) a-b . 2) a+b 3) a-b | 
Ja - Ab ' Ya +1 Ya — 3b ” 
čia a>0,b>0, azb. 


Sprendimas. Visus šiuos reiškinius suprastinsime, pasinaudoję 
greitosios daugybos formulėmis ir šaknies apibrėžimu, teigiančiu, 


jog (Ya) R 


Taigi dydį a galima parašyti įvairiai, priklausomai nuo to, ko- 


4) 


a 


kio laipsnio šaknys reiškinyje yra. Pavyzdžiui, a = (Va ) „a= (Va ) , 
2 2 
Ji (ša 46 (a). 
Turėdami galvoje šias pastabas, išspręsime pavyzdžius: 


ao (Va) (46) (Va -V6)(Va db) 
US aa weg “0 


aro (a) +B) (Va c5) (a -Vab +4) | 


9 = = 
= Ya? - Mab +3/b? ; 


35 


a-o (a) -(5) (a-M5) fae 6) 
^ da-4b a 


Ya — 3b Ya - b 
= (6) e); 
o a-b (06) (85) _ (V-V) (1 +6 +8) 


_(Va- Yo (Na +$ b (Ya? +31 ab +o? ) 


Ya -Yb 
= (Ya +M (Va? + Va b+ W). a 


95 8 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 
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AE e-s 2x 
x +yY x? + y? 


Sprendimas. Kadangi 


ala 28 = (Vx), dy =( y), 32 = dx, y? = 
dU —| az 
TE ii 
Vx + )| (vx) 
usu cle 5) = :(x— pe 
"(sd o) Pi 


k „Ms c 
( 


1 
2 de 
;; čia x>0, y>0. 


2 skyrius ALGEBRINIA! REISKINIAI 


E 2lxy +y , dx (da - Jy) " 24x 

o A EZ 
a, 

(Vx - Jy (Vx + Vy) des 5 Vx dy HE 


_ dx Jy * 2 x 9-5 a 
Jx y dust 


Pratimai 
2 
2.10 (VBE, 2002). Kai a «0, tai J4(a -1* 2 = 
3 E E D Ra. „50 
A 32-2; B -a-2; C 2 9%; D 4-5a; E2 2" 


2.11. Suprastinkite reiskinius: 


1) V4x? -12x «9 & | x?, kai x<1,5; 
2) 49-6a +a? +/9+6a +a*, kai a«-3; ) 


3) da+2Va-1 +vYa - -2 Va -1 , kai 1<a<2. 


2.12 (VBE, pakartotinė sesija, 2002). Kai b>0,c>0, b zc, tai 


b-c En 
i i b? ue 
bc? -bžc 
1 1 1 1 1 
A ++; B =; C=; D-—-; Edb+de. 
Jb Je Jc Jb 2 vb 
2.13 (VBE, 2003). Jei J8-a+45+a =5, tai V(8-a)5+a) = 
A 45; B 4/40; C 6,25; D 43; E 6. 


2.14. Apskaičiuokite T -28a = 
A Ja +4%a +4; B (Va -2) ;C Wa +4; D Ya —4; E Ya+4. 


2.15. Suprastinkite reiškinius: 


á ERI CB al 
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5 (Ya +16) - 1625 1 T EN 
pss 


3) x+WVa  x-Ja „Yxa -3 ‘Ja |. 
(4-6 ue) 


4) 
a * 42a +2 


* (a? +2) -8a? ; 


$ a-y} (Vx + dy). Axes ydy o 3(Jxy -x ) l 
xx + ydy x-y i 


6) CRI lao EL. 2(ab) 5; 
aš +b? 


2 2Va a —Nab +b 
a JR alada du-4b K arab. 


FUNKCIJOS 


3.1. FUNKCIJOS SAVOKA, SAVYBES 


1 apibrėžimas. Jei kiekvienam skaičių aibės D elementui x 
pagal tam tikrą taisyklę priskirtas tik vienas skaičių aibės E ele- 
mentas y, tai sakoma, kad aibėje D yra apibrėžta funkcija. Rašoma: 
y= f(x). Elementas x vadinamas nepriklausomu kintamuoju arba 
funkcijos argumentu, elementas y - priklausomu kintamuoju 
arba funkcijos reikšme taške x. Aibė D vadinama funkcijos api- 
brėžimo sritimi ir dar žymima D(f), aibė E — funkcijos reikšmių 
sritimi ir dar žymima E(f). 

Dažniausiai funkcija apibrėžiama formule, pavyzdžiui y =x?, kai 
xel1; 5]. Šios funkcijos apibrėžimo sritis yra aibė [1; 5]. 

Kai funkcija apibrėžiama formule y= f(x) nenurodant apibrėži- 
mo srities, tai funkcijos apibrėžimo sritimi laikoma reiškinio f(x) 


2 
Jx-3 


apibrėžimo sritis. Todėl šiuo atveju aibė D 


apibrėžimo sritis. Pavyzdžiui, funkcijos y = apibrėžimo sri- 


tis yra reiškinio 


E 


x- 
nusakoma nelygybe x-3>0, x>3. Taigi D=(3; +00). 


1 pavyzdys. Nustatykime funkcijos y = E 12 apibrėži- 
mo sritį. sd * 


: TRE 3 1 , . 8 
; E +> > 
Sprendimas. Reiškinys 51673 turi prasmę, kai =g" 0, 
x+0 taigi x+5>0 irxz0. Iš čia gauname x> -5 ir x#0. Vadinasi, 


D=(-5; 0)U(0; +0). A 

2 apibrėžimas. Funkcijos y = f(x) grafiku vadinama aibė visu 
koordinačių plokštumos taškų (x; y), kurių abscisės x (xeD) yra ar- 
gumento reikšmės, o ordinatés — funkcijos f(x) atitinkamos reikšmės. 


Norint nubraižyti funkcijos grafiką, reikia koordinačių plokštu- 
moje pažymėti visus taškus, kurių koordinates tenkina sąlyga 
y=fx). Tačiau taip padaryti dažniausiai negalima. Todėl pažymime 
keletą taškų ir, atsižvelgdami į funkcijos savybes, nubraižome apy- 
tikslj funkcijos grafiko vaizdą, kurj dėl paprastumo vadinsime tie- 
siog grafiku. 
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2 pavyzdys. Nubraižykime šių funkcijų grafikus: 

Dy=x 2) y=x?. 

Sprendimas. 1) Funkcijos y =x grafiką sudaro taškų (x; x), ku- 
rių abscisės ir ordinatės yra lygios, aibė. Tokių taškų aibė yra pir- 
mojo ketvirčio pusiaukampinė (3.1 pav.). Jai nubrėžti pakanka pa- 
žymėti du taškus, pavyzdžiui, O (0; 0) ir M (1; 1). 


3.1 pav. 3.2 pav. 


2) Norėdami nubrėžti funkcijos y= x? grafiką, sudarykime kelių 
jos reikšmių lentelę. 


[a 121-410] 112] 

[e [2 | KAA ME 

Gautus taškus ((-2; 4), (- 1; 1), (0; 0), (1; 1), (2; 4)) pažymėki- 
me koordinačių plokštumoje (3.2 pav.) ir sujunkime juos kreive. Si 
kreivé vadinama parabole. 

Braižant funkcijų grafikus, pasitelkiamos ju savybės — lygiš- 
kumas, periodiškumas, monotoniškumas. Apibrėšime šias sąvokas. 

Tarkime, kad funkcijos y= f(x) apibrėžimo sritis D yra simetriš- 
ka koordinačių pradžios atžvilgiu. 

3 apibrėžimas. Funkcija f vadinama lygine, jei su kiekvienu 
xeD teisinga lygybė f-x)= Ax). Jeigu su kiekvienu xeD K-x)= 
= —fíx), tai funkcija vadinama nelygine. 

Funkcija dar gali būti nei lyginė, nei nelyginė. 

Lyginės funkcijos grafikas yra simetriškas ašies Oy atžvilgiu, 
nelyginés - koordinačių pradžios atžvilgiu. 


3 pavyzdys. Išrinkime, kurios iš 3.3 paveiksle grafiškai pa- 
vaizduotų funkcijų yra lyginės, kurios - nelyginės. 

Sprendimas. Kadangi 2 ir 6 grafikai yra simetriški ašies Oy 
atžvilgiu, tai jų funkcijos yra lyginės. Simetriškumą koordinačių 
pradžios atžvilgiu pamatyti sunkiau. Tačiau čia gali padėti tokia 
pastaba: norint kreivę atvaizduoti simetriškai koordinačių pradžios 
atžvilgiu, reikia ją simetriškai atvaizduoti ašies Oy atžvilgiu, po to 
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3.3 pav. 


gautą jos vaizdą dar karta atvaizduoti simetriškai ašies Ox atžvil- 
giu. Matome, kad taip gautos 1, 4 ir 5 grafikų kreivės. Taigi jas 
atitinkančios funkcijos yra nelyginės. Funkcija, kurios grafikas pa- 
vaizduotas 3 kreive, yra nei lyginė, nei nelyginė. 


4 apibrėžimas. Funkcija f vadinama periodine su periodu 
T>0, kai su kiekvienu xeD taškai (x « T) ir (x - T) irgi priklauso 
sričiai D ir yra teisinga lygybė Kx)= fx + T). 

Kai skaičius T yra funkcijos f periodas, tai skaičius kT (k — bet 
kuris sveikasis skaičius, nelygus nuliui) irgi yra tos funkcijos peri- 
odas. Kalbant apie funkcijos periodą, paprastai turimas galvoje 
mažiausias teigiamas periodas. 

Periodinės funkcijos grafikui būdinga tai, kad jis tarytum su- 
lipdytas iš vienodų dalių, atitinkančių periodą T. 

5 apibrėžimas. Funkcija f vadinama didėjančiąja intervale 
(a; b), jeigu iš nelygybės x, < x, (x, e (a; b), x, e (a; b)) išplaukia ne- 
lygybė f(x) < f(x). 

Kai iš nelygybės x; <x, išplaukia nelygybė f(x,) > f(x,), funkcija 
vadinama mažėjančiąja. 

Jeigu iš x, < x; išplaukia nelygybė f(x,)< f(xMf(x,)> f(x,)), tai 
funkcija vadinama nemažėjančiąja (nedidėjančiąja) intervale 
(a; b). 

Visų šių tipų funkcijos bendrai vadinamos monotoninėmis. 

Funkcijos, kurių grafikai pavaizduoti 3.3 paveiksle 1, 3, 4 krei- 
vėmis, yra didėjančiosios intervale (- œ; +00), o funkcija, kurios gra- 
fikas yra 2 kreivė, — mažėjančioji intervale ( — o; 0) ir didėjančioji 
intervale (0; +00). 
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= iai 


3.1. Nustatykite- funkcijų apibrėžimo sritį: 


_ 1, EE Lo, 
Inge "pe Bem x-3’ 
3) A NC 4) y - lgx «1g 2- x); 

1- V(x +1? 


1 2 
5) y yx? -6x +8 + E 6) y=;*—+yl-x. 
d Jx-1 j log; x 
3.2. Aibéje [1; 9] apibrėžtos dvi funkcijos Ax)=1n x ir g(x)= 
=2 cos 2x. Raskite E(ANE(g). 
3.3(VBE, 1999). Funkcijos f(x) = gi apibrėžimo sritis yra: 
A (o; 0)U(0; +00); B (0; 1); C (0; DUA; +00); 
D (1; +00); E (-o; 0)UG; +00). 
3.4. NubraiZykite funkciju grafikus: 
1) y=3x; 2) y=2x*-4. 


3.2. TIESIOGINIS IR ATVIRKSCIAS PROPORCINGUMAS 


Tarkime, automobilis važiuoja pastoviu greičiu v. Tuomet jo nu- 
važiuotas kelias s yra tiesiog proporcingas važiavimo laikui t. Sis 
faktas nusakomas žinoma fizikos formule s=vt; čia v= const. 

Apibrėšime tiesioginį proporcingumą bendrai. 

1 apibrėžimas. Funkcija, nusakoma formule y=kx (k = const, 
k+0), vadinama tiesioginiu proporcingumu. Skaičius k vadina- 
mas proporcingumo koeficientu. Funkcijos y =kx apibrėžimo sri- 
tis yra visų realiųjų skaičių aibė, jos grafikas yra tiesė, einanti per 
koordinačių pradžią. 

Šiek tiek pakeitę sąlygą, išspręsime VBE 2002 m. užduoties 
uždavinį. 

1 pavyzdys. Brilianto kaina tiesiog proporcinga jo masės 
kvadratui. Raskime perskelto brilianto dalių masių santykį, kai jų 


kainų suma sudaro : nesuskaldyto brilianto kainos. 


Sprendimas. Pazymekime: x — brilianto masé, tuomet jo kaina 
kx?; čia k — proporcingumo koeficientas. Sakykime, kad briliantas 
perskeltas į dvi dalis, kurių masės x, ir x,. Šių dalių kainos atitin- 
kamai lygios kx? ir kx;. Tuomet, remdamiesi sąlyga, galime suda- 
ryti sistemą 
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TN 5 
kx? kx = gir, 2: iais g*» 
xt, =x% X, +X, =x. 
E e . o NE. hp dio : 
Iš šios sistemos turime rasti santykį ^W, [rase iš antros lygties 
Xx=x,+x, į pirmąją lygtį, turime si 


Xptxl Ša X, 1 


4 4 10 
gtg% SUELE 2x? 49x] 5x2. 
Padalije abi šios lygties puses iš x2 (x z 0) , gauname lygtj 


2 
(s 42253, 
X; Xa 
Pažymėję a =z, turime kvadratinę lygti 
à 22? 5242-0, 

kurios sprendiniai lygüs E ir 2. Tinka abu sprendiniai. Vadinasi, 
briliantas perskeltas j dvi dalis, kuriu vienos masé yra dvigubai 
didesné. A 

2 apibréZimas. Funkcija, nusakoma formule y 2 (k=const, 

; E e . x 

k * 0), vadinama atvirkščiuoju proporcingumu. 

Sios funkcijos apibrėžimo sritis — visų realiųjų, nelygiu nuliui, 


skaičių aibė. Funkcijos yz* grafikas yra kreivė, susidedanti iš 


dviejų šakų. Ji vadinama hiperbole. 


2 pavyzdys. Nubraižykime funkcijų y -Ž ir y= E grafikus. 


Sprendimas. Parinkime keletą x reikšmių ir apskaičiuokime jas 
atitinkancias y reikámes. 


Koordinačių plokštumoje pažymėję taškus (x; y) ir nubraižę per 
juos kreives, gauname hiperboles, pavaizduotas 3.4 paveiksle. A 

Apskritai, kai k>0, tai hiperbolės šakos yra pirmajame ir tre- 
čiajame ketvirtyje (3.4 pav., a), kai k<0, tai — antrajame ir ketvir- 
tajame ketvirtyje (3.4 pav., b). 
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3.4 pav. 


3 pavyzdys (VBE, 2001). 9 m atkarpoje, jungiancioje du ta&- 
kinius šviesos šaltinius, kurių vienas yra aštuonis kartus stipresnis 
už kitą, raskime mažiausiai apšviestą tašką. Primeneme apšviestu- 
mo dėsnį: apšviestumas yra tiesiog proporcingas šaltinio šviesos 
stiprumui ir atvirkščiai proporcingas atstumo iki šviesos šaltinio 
kvadratui. 

Sprendimas. Pažymėkime: I — silpnesniojo šviesos šaltinio stip- 
rumas, y - apšviestumas. Tuomet galingesnio šviesos šaltinio stip- 
rumas bus 8/. Tarkime, kad galingesnis šviesos šaltinis yra taške A 
(3.5 pav.), silpnesnis — taške B. Atstumą nuo taško A iki C pažy- 
mėkime x. Kadangi tašką C apšviečia du šaltiniai, tai jo apšviestu- 
mas bus lygus apšviestumų, kuriuos sukuria kiekvienas šaltinis, 
sumai. Todėl 


k.81 , k.I 
x? (9-x) x? (9-x) 
čia k — proporcingumo koeficientas. 


8I I 
A x 9-x |B 


3.5 pav. 


Kad taškas C būtų mažiausiai apšviestas, dydis x turi tenkinti 
sąlygą y/=0. Randame y”: 


, 16 2 8 1 x? -8(9-x) 
-k[-184. 2. Iopr[-8, 1 -orreee 
4 a PARCE | >> M - 3) 


Matome, kad y'=0, kai x?-8(9-x)-0, iš čia x?-8(9—- x) 
x-2(9-x), x=6. 

Kai x«6, tai y' «0, o kai x>6, tai y'»0. Vadinasi, x=6 yra 
minimumo taškas. 
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Kadangi funkcija y neegzistuoja, kai x=0 ir x=9, tai lokaliojo 
minimumo taškas x = 6 kartu yra ir funkcijos y mažiausios reikšmės 
intervale (0; 9) taškas. Vadinasi, taškas C bus mažiausiai apšvies- 
tas, kai jis nuo taško A bus nutolęs 6 m atstumu. A 

Pratimai 

3.5. Už prekes sumokėta tiesiog proporcingai jų kiekiui. Para- 
šykite tiesioginio proporcingumo formulę, kai žinoma, jog už 100 
vienetų sumokėta 400 Lt. Nubraižykite šio proporcingumo grafiką. 

3.6. Tarp dviejų uostų, nutolusių vienas nuo kito 600 km atstu- 
mu, kursuoja keltas. Reiso (kelionės į vieną pusę) išlaidas sudaro 
aptarnavimo ir eksploatacijos išlaidos. Žinoma, jog aptarnavimo iš- 
laidos atvirkščiai proporcingos plaukimo greičiui, o eksploatacijos 
išlaidos — tiesiog proporcingos greičio kubui. Parašykite suminių 
išlaidų priklausomybės nuo greičio formulę, jeigu, plaukiant pasto- 


viu 45 km greiciu, reiso aptarnavimo islaidos lygios 9000 Lt, o 
eksploatacijos išlaidos - 6075 Lt. 

3.7. Plaukiančio laivo vienos valandos išlaidas sudaro dvi da- 
lys: pastovios, lygios a Lt ir kintamos, tiesiog proporcingos greičio 
kubui. Kokiu greičiu turi plaukti laivas, kad 1 km kelio tenkanti 
išlaidų suma būtų mažiausia? 

3.8. Nubraižykite funkcijų grafikus: 


6 1 1 
1 — 2 ms mus 3 zai. 
) y , ) y , ) y 


3.3. TIESINÉ IR KVADRATINÉ FUNKCIJA 


Tiesinės funkcijos pavyzdys - tiesioginis proporcingumas y = kx. 

1 apibrėžimas. Funkcija y=kx+b (k, b — realieji skaičiai) va- 
dinama tiesine funkcija. Jos apibrėžimo sritis — visų realiųjų 
skaičių aibė. 

Skaičius k vadinamas tiesės krypties koeficientu ir k=tga; 


čia O kia ] — kampas, kurj tiesé sudaro su teigiamaja asies Ox 
kryptimi (3. 


, 9.7 pav.). Skaicius jèl — ilgis atkarpos, kurią tiesė 
y 


3.6 pav. 
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atkerta ašyje Oy; b > 0, kai tiesė kerta ašį 
Oy virš ašies Ox (3.6 pav.) ir b<0, kai - 
po ašimi Ox (3.7 pav.). 

Kai k >0, funkcija yra didėjančioji vi- 
soje skaičių tiesėje (3.7 pav), kai k<0 - 
mažėjančioji (3.6 pav). Kai Rk=0, tai 
gauname pastovią funkciją y=b, kurios 
grafikas lygiagretus ašiai Ox. 

Norėdami nubrėžti funkcijos y= 
=kx +b grafiką, turime pažymėti bet ku- 
riuos du jo taškus. Galima rasti taškus, kuriuose tiesė kerta koor- 
dinačių ašis. 

Pavyzdžiui, rasime taškus, kuriuose tiesė y - 2x - 3 kerta koor- 
dinačių ašis. Kai x=0, iš tiesės lygties apskaičiuojame y= -3. Kai 
y=0, turime 2x-3=0; iš čia x=1,5. Vadinasi, tiesė eina per taškus 
A (1,5; 0) ir B (0; -3) (3.8 pav.). 

2 apibrėžimas. Funkcija y=ax*+bx+c (a, b, c - realieji skai- 
čiai, a * 0) vadinama kvadratine funkcija. Jos apibrėžimo sritis 
— visų realiųjų skaičių aibė, grafikas - parabolė. 

Kai parabolė kerta ašį Ox, ją galima nubrėžti taip: išsprendę 
lygtį ax? +bx+c=0, kurios diskriminantas D » 0, randame sankir- 
tos su ašimi Ox taškus x, ir x, (arba x,, x,) (3.9 pav). Kadangi 
viršūnės taško abscisė x, yra atkarpos [x,; x,| vidurio taškas, tai 


x, +X " em 
x, = 2. Apskaičiavę y, ax? * bx, +c, randame parabolės vir- 


3.8 pav. 


šūnę (x,; y,). Tai bus taškas, esantis virš ašies Ox (taškas A) arba 
po ašimi Ox (taškas B). Žinodami tris parabolės taškus, jau galime 
nubrėžti parabolę. 

Apskritai, kai a >0, parabolės šakos nukreiptos aukštyn, kai 
a<0 - žemyn. 

Kai lygties ax?+bx+c=0 diskriminantas D=0, parabolė liečia 
ašį Ox taške x,=x, (x, x, — sutampantys lygties ax?*+bx+c=0 


a<0,D>0 


3.9 pav. 
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y 
a>0,D<0 
x;—x 
x O X 
a <0, 
X a <0, 
en y 20. 
3.10 pav. 3.11 pav. 


sprendiniai). Toliau parabole brėžiame priklausomai nuo a ženklo 
(3.10 pav.). 

Kai lygties ax?+bx+c=0 diskriminantas D « 0, parabolė neker- 
ta ašies Ox (ir neliečia jos) (3.11 pav.). Jos viršūnės abscise galime 
rasti iš sąlygos y'=0 (šis būdas tinka ir prieš tai išnagrinėtais 
atvejais). Taigi (ax?+bx+cY=2ax+b=0= x, = cad . Apskaiciave y,, 
braizome parabole, atsiZvelgdami j a Zenkla. > 

Kartais verta rasti dar ir papildomų taškų. Vienas ju - para- 
bolés ir ašies Oy sankirtos taškas. Jo ordinaté gaunama įrašius į pa- 
rabolės lygtį x= 0. 

1 pavyzdys. Nubraižykime funkcijų grafikus: 

1) y=x*-4x+3; 2) y=-x*+6x-9; 3) y22x? «x41. 

Sprendimas 

1. Kadangi lygties x? 4x 43-0 diskriminantas D=16-12= 

=4>0, tai, išsprendę ja, randame parabolės ir ašies Ox sankirtos 
taškus x, =1, x, =3. Vadinasi, x,=2 ir y,= -1. Dar randame pa- 
pildomą tašką, kuriame parabolė kerta ašį Oy: kai x=0, tai y=3. 
Pažymėję taškus (1; 0), (3; 0), (2; —1) ir (0; 3), braižome parabole 
(3.12 pav., a). 


y 2-x^4 6x-9 b) 
3.12 pav. 


2. Kadangi lygties —x? +6x -9 =0, o kartu ir lygties x? - 6x + 
+9=0 diskriminantas D=0, tai lygtis turi du sutampančius 
sprendinius x,=x,=3. Tai reiškia, kad parabolė liečia ašį Ox taške 
(3; 0). Jos šakos nukreiptos žemyn, nes a=-1< 0. Randame dar 
vieną jos tašką (0; —9) ir braizome parabole (3.12 pav., 5). 

3. Kadangi lygties 2x? +x+1 =0 diskriminantas D=-7<0 ir 
a=2>0, tai visa parabolė yra virš ašies Ox. Randame y'=4x+1 ir, 
išsprendę lygtį 4x+1=0, gauname parabolės viršūnės abscisę 

2 
X, = d Tuomet y, = d +|- 1 +1= 1 . Dar rade papildomus 


4 4 8 
taškus (0; 1) ir (- 1; 2), braizome parabole (3.12 pav., c). A 
2 pavyzdys. Lentoje po matematikos pamokos liko brėžinys 
(3.13 pav.), kuriame pavaizduotos koordinačių ašys, parabolė ir tie- 
sė. Martynas tvirtina, kad parabolės lygtis y - ax? +bx +c, o tie- 
sės —- y=cx+a;čiaa,b, c - tam tikri, nelygūs nuliui skaičiai. 
Išsiaiškinkime, ar teisus Martynas. 


Sprendimas. Tarkime, kad Martynas teisus. Pažymėkime: 
A(x,;0), B(0;yg). Tuomet iš parabolės ir tiesės lygčių gauname 
Yp =a-07+b-0+c ir yy=c-0+a; 
iš čia c=a. Vadinasi, parabolės ir tiesės lygtys yra tokios: 
y=ax*+bx+a ir y=ax+a. 
Į lygtį y=ax+a įrašę taško A koordinates, gauname 0=ax,+a, 
todėl x, =-1. Į parabolės lygtį įrašę taško A(- 1; 0) koordinates, 
turime 
0 =a- (-1? +b- (-1)+a 52a-b=0; 
iš čia b=2a. Tuomet parabolės lygtis yra tokia: 
y ax! +20x+0=a(x +2x+1)=alx +1}. 
Parabolé, kuri nusakoma šia lygtimi, taške x= — 1 turi liesti ašį 
Ox. Taigi Martyno teiginys yra klaidingas. A 
3 pavyzdys (Bandomasis egzaminas, 1998). Parabolės for- 
mos simetriškos vartų arkos aukštis yra 4 m, o plotis prie žemės - 


y 


3.13 pav. 
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FRE 
E 
HH 
—! 


EH 
ET 4 
HH 
lal 


H - 


p 
E 
E 
Li 


E 
E 


= 
`i 


3m 


3.14 pav. 


3 m (3.14 pav.). Ar gali pro šiuos vartus įvažiuoti 2 m aukščio ir 
2 m pločio furgonas? 

Sprendimas. Pirmiausia parašysime parabolės lygtį. Kadangi 
parabolės viršūnė yra taške C, priklausančiame ašiai Oy, tai para- 
bolės lygtis 

y=ax? +b; 
čia a ir b — kol kas nežinomi koeficientai. Juos rasime iš sąlygų, 
kad taškai B (1,5; 0) ir C (0; 4) priklauso parabolei, taigi jų koor- 
dinatės turi tikti parabolės lygčiai. Todėl gauname dvi lygtis: 


0=a-1,5*+b, 
h =a-0+b. 
Išsprendę randame b=4, a = — = -18 . Taigi parabolės lyg- 
tis yra tokia: 
y= e +4. 


Pro šiuos vartus galės įvažiuoti toks furgonas, kurio aukštis 
bus mažesnis už DE, taigi kai taško D ordinatė y, bus didesnė už 
2. Ordinatę y, rasime, įrašę į parabolės lygtį taško E abscisę, taigi 
x-l. 

Turime: 

13,420 3 


m 24,4-295.955.95 
Jp = pese 257? 


Kadangi yp » 2, tai furgonas įvažiuoti gali. A 


* Pratimai 

3.9. Parašykite parabolės lygtį ir nubraižykite parabolę, kai ji 
eina per taškus: 

1) A (1; -1), B (- 2; 14) ir C (0; 0); 

2) A (0; -2), B (1; 0) ir C (4; -6). 


3.10. Parabolés y 2» ax? - bx +1 viršūnė yra taške M (1; 2). Ras- 
kite koeficientus a ir b. Nubraizykite parabole. 

3.11. Kvadratinis tri- 
naris y=ax*+bx+c, kai 
x= 1, įgyja didžiausią reikš- 
me, lygią 3, o kai x- - 1, jo 
reikšmė lygi nuliui. Raski- 
te kvadratinio trinario 
reikšmę, kai x=5. 

3.12 (Bandomasis eg- 
zaminas, 1998). Parabolės 
formos simetriškos arkos 
aukštis 6 m, o plotis prie 
žemės 5 m (3.15 pav.). Ar 
gali pro šią viaduko arką 
pravažiuoti vilkikas, kurio 
aukštis 4 m, o plotis 3 m? 


ALGEBRINÉS LYGTYS 
IR NELYGYBÉS 


4.1. LYGCIU EKVIVALENTUMAS. LYGÓIU SISTEMOS 
IR LYGČIŲ VISUMOS SĄVOKOS 


Spresdami lygtis, jas paprastai pertvarkome taip, kad gautume 
lygtį, kurią mokame išspręsti. Sunku išvardyti visus atliekamus 
pertvarkius. Tačiau yra vienas reikalavimas, kurio nepaisyti nega- 
lima: neleistinas toks pertvarkis, kuris panaikina sprendinius. 
Pavyzdžiui, suprastine abi lygties (x-3)x-4)=x-3 puses iš 
x-3, neteksime sprendinio x=3. Todėl tokią lygtį reikėtų spręsti 
taip: 
(x -3Y(x—4)-(x-3)-0, 
(x-3(x-4-1)-0, 
(x-3Xx-5)=0; 

iš čia x, =3, x,=5. 

Yra ir kitas pavojus - pertvarkius lygtį, gali atsirasti pašalinių 
sprendinių. Tačiau, patikrinę juos, visada atskirsime pašalinius, ku- 
rie netinka duotajai lygčiai. 

Pavyzdžiui, pakėlę abi lygties /3x +4 =x puses kvadratu, gau- 
name kvadratinę lygtį x?-3x-4-0, turinčią sprendinius 
x, =-1 ir x, =4. Sprendinys x,= -1 yra pašalinis, nes, įrašę jį i 
pradinę lygtį, gauname neteisingą lygybę /1 =-1, arba 1- - 1. 

Pabrėžiame, kad tikrindami ne tik įsitikiname, ar teisingai iš- 
sprendėme lygtį, bet ir nustatome, ar negavome pašalinių 
sprendinių. 

Detaliau šiuos klausimus išsiaiškinsime, nagrinėdami bendrąją 
lygčių teoriją. Pirmiausia prisiminsime lygčių ekvivalentumo ir iš- 
vados sąvokas. 

1 apibrėžimas. Lygties Ax)= g(x) sprendiniu vadinama ta kin- 
tamojo x reikšmė, kuri duotąją lygtį paverčia teisinga lygybe. 

2 apibrėžimas. Dvi lygtys 


fax) =8(x) (1) 
fie =8,(x) (2) 
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vadinamos ekvivalenčiosiomis tam tikroje aibėje M, kai ju 
sprendiniai šioje aibėje sutampa. Kitaip tariant, (1) ir (2) lygtys yra 
ekvivalenčios, kai (1) lygties sprendiniai yra kartu ir (2) lygties 
sprendiniai, ir atvirkščiai, (2) lygties sprendiniai yra kartu ir (1) 
lygties sprendiniai. 

Lygéiu ekvivalentumą žymėsime ženklu +. Taigi rašysime 

Ax) =glx) e f(x)=g(x). 

Kai nėra papildomų apribojimų, paprastai tarsime, kad aibė M 
sutampa su aibe R. 

3 apibrėžimas. (2) lygtis vadinama (1) lygties išvada, kai visi 
(1) lygties sprendiniai kartu yra ir (2) lygties sprendiniai. 

Išvadą žymėsime ženklu > ir rašysime f(x) 2 g(x) > f (x) =8,(x). 

Iš apibrėžimo matyti, kad, keičiant lygtį jos išvada, sprendiniai 
nepanaikinami, tačiau gali atsirasti pašalinių sprendinių. O štai 
darant atvirkščiai — (2) lygtį keičiant (1) lygtimi - sprendiniai gali 
išnykti. Vadinasi, šitaip pertvarkyti negalima. Taigi, spręsdami lyg- 
tis, turime jas pertvarkyti taip, kad gautume lygtį, ekvivalenčią 
duotajai, arba lygtį, kuri būtų duotosios lygties išvada. 

Dabar suformuluosime keletą teiginių apie paprasčiausių, daž- 
niausiai atliekamų pertvarkių įtaką lygčių ekvivalentumui. 

1. Kai funkcija q(x) apibrėžta su visomis x reikšmėmis, su ku- 
riomis apibrėžtos funkcijos Ax) ir g(x), tai 


fix) 2 g(x) S fix) + 9(x)= g(x) + (x). (3) 
2. Kai funkcija q(x) apibrėžta su visomis x reikšmėmis, su ku- 
riomis apibrėžtos funkcijos f(x) ir g(x), tai 
fx) =glx) > Adel) 7 g(x)o(x). (4) 
Kai q(x)+0, kad ir kokia būtų x reikšmė, f(x)-g(x) e fix)e(x) - 
= g(x)q(x). 
f(x) 


Būtent, kai q(x) 2 0, e) = g(x) S f(x)= glxjo(x). 

Prieš formuluodami kitus teiginius apie lygčių ekvivalentumą, 
apibrėšime lygčių sistemos ir lygčių visumos sąvokas. 

Sakykim, duotos dvi lygtys 


fx) - 0, (5) 


&(x) - 0. (6) 
Pirmosios lygties sprendinių aibę pažymėkime M, antrosios - N. 
Kai reikia rasti aibę, kurios sprendiniai tiktų (5) ir (6) lygčiai, 
t. y. aibių M ir N sankirta MAN, sprendžiame (5) ir (6) lygčių sis- 
temą. Sistemą žymime taip: 
His =0, 
gl(x)=0. 


ir 
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Kai ketiname rasti aibe, kurios sprendiniai tiktu (5) arba (6) 
lygčiai, arba abiem, t. y. ieškome aibių M ir N sąjungos MUN, spren- 
džiame (5) ir (6) lygčių visumą. Ją Zymime taip: 

bs = 0, 
g(x) 2 0. 

PabréZiame dar karta: spresdami siste- ] 5 
mą, ieškome sprendinių sankirtos, o spres- Kilius 
dami visumą - sprendinių sąjungos. Tik- sąjunga 
riausiai pastebėjote, kad, kalbėdami apie arba 
sistemą, vartojame jungtį „ir“, o kalbėdami 
apie visumą —- jungtį „arba“. Toliau lentelėje 
pateikiame tris viena kitą atitinkančias sąvokų poras. 

Analogiškai apibrėžiamos ir „nelygybių sistemos“ bei „nelygy- 
bių visumos“ sąvokos. Suformuluosime dar du teiginius apie lygčių 
ekvivalentumą. 

3. Funkcijų Ax) ir g(x) apibrėžimo srityje 


f(x)=0, 
g(x)=0. 
4. Kad ir kokios bútu funkcijos f(x) ir g(x) ir neN, 


f(x) = glx) > (f(x) = (gl). 


¡| 


4.2. TIESINÉS LYGTYS 


Tiesine vieno kintamojo x lygtimi vadinama lygtis 
ax+b=0; (7) 
čia a ir b — bet kurie realieji skaičiai, a vadinamas kintamojo 
koeficientu, b - laisvuoju nariu. 

Kai a #0, (7) lygtis turi vienintelį sprendinį x = E) . Kaia=0 ir 
b=0, lygtis yra tokia: 0-x=0. Ji teisinga su kiekviena x reik3me, 
todėl lygties sprendinių aibė yra aibė R. Kai a=0, b=0, (7) lygtis 
įgyja išraišką 0-x= — b, taigi gauname neteisingą lygybę 0= —b. Ka- 
dangi nėra nė vienos x reikšmės, tinkančios šiai lygčiai, tai tokia 
lygtis neturi sprendinių. 

Spręsdami tiesines lygtis, naudojame įvairius tapačius pertvar- 
kius, kad duotaja lygtį pakeistume (7) išraiškos lygtimi. Jei tiesine- 
je lygtyje yra trupmeninių narių, tai, išsprendę tokią lygtį, turime 
ištirti, ar negavome tokių sprendinių, su kuriais trupmeninio nario 
vardiklis lygus nuliui. Jei tokių x reikšmių yra, tai jos yra pašali- 
niai sprendiniai. 
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7 3x o 
2x-4 x-1 
7 3x > 
Faro 
Subendravardikline kairėje pusėje esantį reiškinį, gauname 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


Sprendimas. Perrašykime lygtį taip: 


T&x-1*3xQx-4)-30x-4Xx-1) o 13x-19 _o 
(2x — 4x -1) ' (2x - AXx - 1) ' 


Žinome, jog trupmena lygi nuliui, kai skaitiklis lygus nuliui. 
Vadinasi, teisingos sąlygos 


: > 13’ 
2x-4%0 ir x-1%0 


Kas x=} 
dr wai 


Kai x= B , tai vardiklis nelygus nuliui. 


Atsakymas. 19 A 


13' 


i " . "ES: 2 1 
E 2 pavyzdys. Išspręskime lygtį vai eo = "C C 0 

Sprendimas. Kadangi x?-3x-4=(x+1(x-4), tai, subendra- 
vardikline trupmenas, gauname lygtį 


3(x-4)-2(x*1) _ 1 x-14 _ 1 


(x-1(x-4)  (x«-1D(x-4)' (x*1(x-4) (x41XYx-4)? 
iš Cia 


x-14=1, 
xz-lxzd4. 
Vadinasi, x - 15. A 


5" 3 pavyzdys. Išspręskime lygtį a?x = a(x +2)-2. 
Sprendimas. Pertvarkę turime: a?x-ax=2a-2, ax(a-1)= 
=2(a-1). 


Kai az0ira=1, xz 0-1 2. 
a(a-1 a 
Kai a=1, turime lygti 
1.x-0=2-0, 


kuriai tinka bet kurios x reikšmės. Kai a=0, gauname lygtį 0-xx 
x(-1)= -2, kuriai netinka nė viena x reikšmė. A 


4 pavyzdys. Išspręskime lygtį |x -2|4|x -3|4|x - 4| - 2. 
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Sprendimas. Kadangi reiškinių x - 2, x - 3 ir x - 4 ženklas kei- 
čiasi priklausomai nuo to, koks yra x, lyginant jj su skaičiais 2, 3 
ir 4, tai išnagrinėsime šių reiškinių ženklus intervaluose 
(-o; 2], (2; 3], (3; 4], (4; +œ). 

Kai x £2, tai x-2<0, x-3«0, x -4«0, todėl 


Ix -2| 2 x +2, |x -3|2 -x +3, [x - 4| 2 -x € 4. 
Vadinasi, gauname lygti 


7 1 
g^ 2 3 22. 

Tačiau ši lygtis tapo tokia tarus, kad x x 2. Vadinasi, kai x x2, 
lygtis sprendiniu neturi. 

Kai 2<x <3, tai x-2>0, x -3€0, x-4«0, todėl 


Ix-2|2x-2, x -3|2 x 43, [x - 4| 2 -x 44. 


-x +2-x+3-x+4=2 & -3x =- x= 


Gauname lygti 
x-2-x+3-x+4=25-x=-3Sx=3. 
Kadangi x=3 priklauso intervalui (2; 3], tai x=3 - lygties 
sprendinys. 
Kai 3<x<4, tai x-2>0, x-3>0, x-4<0, todėl 


lx-2|=x-2, lx-3|=x-3, [x-4|=-x+4. 
Gauname lygtį 
x-2+x-3-x+4=25x=3 (toks sprendinys jau gautas). 
Kai x>4, tai x-2>0, x-3>0, x-4>0, todėl 


Ix-2|2x-2, |x-3|=x-3, |x - 4| 2x - 4. 
Gauname lygti 
1241-34-42 8x-11 e xc E =35<4. 


Tačiau ši lygtis gauta tarus, kad x > 4. Vadinasi, kai x > 4, lygtis 
sprendiniu neturi. 
Atsakymas. x -3. A 


Pratimai 
4.1. Išspręskite lygtis: 
1) 3x-1_2x+5 1 -1; 2 7x-1 ¿Ax +1_ 
x-1 x+3 x +2x-3 x'-6x49 x+3 
4.2. Išspręskite lygtis x atžvilgiu: 
a+2x | LL pp 
» x-5 7 2) a | 
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x-a x-b „X-C 1, l, 1 
2) bc +t ac + i FE 5 
xb HER -b b+x x-b 2 2x 
a+b a-b at+2ab+b? a-b? i 
S .4. 3) (VBE, pakartotinė sesija, 2001). Lygtis x +|x| - 0 
A turi tik vieną sprendinį; B turi tik du sprendinius; 


C turi tik tris sprendinius; D sprendinių neturi; 
E turi be galo daug sprendinių. 


(4.4. Išspręskite lygtis: 


3 kai a z0, bz0, cz0; 


4) 


1) |x-1|=2; 2) lx — 1] +|x - 2] =1 
a 1 1( (0-5 14-2|4) |xl-9 7 
4 8| 4 5 | 23 8 
Tx 4 x-5|. [3x - 2| 2x-5 
9 5 2 * 8) 5 EE. 


4.3. KVADRATINÉS LYGTYS 


Apibrėžimas. Kvadratine arba antrojo laipsnio vieno kinta- 
mojo x lygtimi vadinama lygtis 
ax?+bx+c=0; 
čia a, b, c - realieji skaičiai, a+0. Skaičiai a ir b vadinami lygties 
koeficientais, c - laisvuoju nariu. Kai a=1, turime lygtį 
xž+bx+c=0, kuri vadinama redukuotąja kvadratine lygtimi. 
Kvadratinės lygties ax? - bx - c - 0 sprendinių formulė yra: 
-b+ 
= B ; (8) 
a 
čia D =b?-4ac — kvadratinės lygties diskriminantas. Kai lygties 
koeficientas b — lyginis skaičius, patogiau taikyti formulę 


24 P 
-2 1%. (9) 


Mis = 
1,2 a 


Redukuotosios kvadratinės lygties x?+bx+c=0 sprendiniai ap- 
skaičiuojami pagal (8) formule, o kai b - lyginis skaičius, patogu 
taikyti (9) formule, kuri šiuo atveju užrašoma taip: 

b, |D 


=——+,|- 
X12 97 4 . (10) 


Xiz 
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Priklausomai nuo diskriminanto Zenklo skiriami trys atvejai: 

1) D>0, lygtis turi du skirtingus realiuosius sprendinius; 

2) D=0, lygtis turi du lygius realiuosius sprendinius; 

3) D «0, lygtis realiuju sprendiniu neturi. 

Suformuluosime teorema, kuri sieja kvadratinés lygties koefi- 
cientus su jos sprendiniu suma ir sandauga. 


Vieto teorema. Kvadratinės lygties ax*+bx+c=0 (a0) 


sprendinių x, ir x, suma, kai D 2 0, lygi a , 0 Ju sandauga lygi — 
t. y. 2 
x, +X + B x=, (11) 
1 2 a , 1 2 a 


Redukuotosios kvadratinės lygties x?+bx+c=0 sprendiniai ir 
koeficientai susiję dar paprasčiau: 


2 +x, =-b, x,x,=C. (12) 


Teisinga ir teorema, kuri yra atvirkštinė Vieto teoremai. Ja su- 
formuluosime redukuotajai kvadratinei lygčiai. 

Teorema. Skaičiai x, ir x, yra kvadratinės lygties x*+bx+c=0 
sprendiniai, jei x, +x, =-b ir x% x, =c. 

Reiškinys ax?+ bx +c (a +0) vadinamas kvadratiniu trinariu. 
Kai x, ir x, - kvadratinės lygties ax?+bx+c=0 sprendiniai, tai 
kvadratinis trinaris ax?- bxc išskaidomas tiesiniais daugina- 
maisiais: 

ax! +bx+c=a(x—x,M(x-x,). (13) 

Pavyzdžiui, lygtis 4x* - 13x +3=0 turi sprendinius x, = de ir 

x= 3, todėl, remiantis (13) formule, 4x? -13x +3 = i -24 I -3)= 


4 
= (4x —1)(x - 3). 


1 pavyzdys. Raskime A reikšmę, su kuria lygtis (A- 1)x? — 
-2(+ Dx+1-2=0 turi lygius sprendinius. 


Sprendimas. Kai 4— 1-0, arba à= 1, duotoji lygtis tampa tiesi- 
ne lygtimi -4x-1=0 ir turi tik vieną sprendinį x = qee . Vadinasi 


reikšmė A=1 netinka. Kai 1+1, lygtis turi du lygius sprendinius, 
jei jos diskriminantas D= 0, taigi 


D=(XA+1Y -4-0.-00.-2) 20; 
iš čia, suprastine abi puses iš 4, gauname 


A? «2 «1-(7 -33«2)-0 5 22+34+1-2=0 84-1. A 
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2 pavyzdys. Nespresdami lygties 3x? +17x-14 =0, apskai- 
čiuokime reiškinio 
de 3x? +5x,x, + 3x2 
Ax,x2  Ax?x, 
reikámes, kai x, ir x, — duotosios lygties sprendiniai. 
Sprendimas. Reiškinį pertvarkysime taip, kad galėtume pritai- 
kyti Vieto teoremą: 


d 3x? +6x,1, +3x7 -xX _ Mx, +27)” — x,%, 


4x,x, (x, x4) (0 Axyxs x, x3) 
Pagal Vieto teoremą, x, +x, = a XX, = EX „todėl 
17) 14 
E 
3)*3 909 


aA( M (17) 992.4 
3 3 

3 pavyzdys. Tarkime, kad x, ir x, - lygties x? - px « q - 0 re- 
alieji sprendiniai. Su kuriomis p ir q reikšmėmis skaičiai x,+1 ir 
x,+1 yra lygties x? — p?x * pq =0 sprendiniai? 

Sprendimas. Pagal Vieto teorema, x,+x,= -p, x,x,=q ir 

(x, +1)+(x,+1)=p?, (x, +1)(x, +1)= pq. 

Pertvarkę pastarąsias dvi lygybes, turime x,+x,+2=p?, 
XX, X, +x2+1=pg. 

Įrašę į jas x, ^ x47 -p ir x,x,=q, gauname dviejų lygčių sistema 

| = p= p’, 
q-p+l= pq. 

Pirmosios sistemos lygties sprendiniai p,= -2 ir p,- 1. Tuomet 

iš antros lygties randame: q,= -1, q, - bet koks. Dar turime įver- 


2 
tinti sąlygą, kad x,, x, — realieji skaičiai. Todėl turi būti P q 20. 


mu 


Ji teisinga, kai p,= -2, q,- - 1. Kai p- 1, gauname q S -. 


A 


Atsakymas. p= -2, q= -1; p=1, ash: A 


Pratimai 
4.5. Išspręskite lygtis: 
1) 20+x 9x 4x42 5-8x 10-4x, 


2x-2 6x? -6 x+1 3x43" 
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1 „4 _x4+10x — 4x 421 
x-x!4x-l1 x+l x-1 x+? +x++l’ 

3) (a? -1)x? -2ax+1=0. 

4.6 (VBE, 2001). Lygties (x —2)(x + 4) =5 sprendinių skaičius yra 

A4; B 3; C 2; D1; E 0. 

4.7. Su kuriomis m reikšmėmis lygtis (m+1)x? -2(m-3)x + 
+m-4=0: a) turi du skirtingus realiuosius sprendinius; b) turi 
du lygius sprendinius; c) neturi realiuju sprendiniu? 

4.8. Su kuriomis a reikšmėmis lygtis (5a-1)x? -(5a +2)x + 
+3a-2=0 turi lygius sprendinius? 

4.9. Su kuria m reikšme reiškinys x? + m(m —1)x +36 yra dvi- 
nario kvadratas? 

4.10. Su tam tikromis p reikšmėmis lygtis x?*+3x+3+ 
+ p(x? +x) =0 turi lygius sprendinius. Sudarykite kvadratinę lygtį, 
kurios sprendiniai būtų šios p reikšmės. 

4.11. Įrodykite, kad su visomis realiomis m + 0 reikšmėmis lyg- 
tis 2mx? -2x -3m -2- 0 turi skirtingus realiuosius sprendinius. 

4.12. Lygties x? -2x+c=0 sprendinių skirtumo kvadratas ly- 
gus 16. Raskite laisvąjį lygties narį c. 

4.13. Duota kvadratinė lygtis 3x? -5x -7 2-0. Sudarykite kvad- 
ratinę lygtį, kurios sprendiniai: 

a) skirtųsi nuo duotosios lygties sprendinių tik ženklais; 

b) būtų atvirkšti duotosios lygties sprendiniams; 

c) būtų 4 vienetais didesni už duotosios lygties sprendinius; 

d) būtų 4 kartus didesni už duotosios lygties sprendinius. 

4.14. Raskite m reikšmes, su kuriomis vienas lygties 
2x? -(2m +1)x + m? -9m +39 =0 sprendinys yra du kartus didesnis 
už antrąjį. 

4.15. Su kuriomis parametro m reikšmėmis vienas lygties 
Ax? -15x - Am? =0 sprendinys yra lygus antrojo sprendinio kvad- 
ratui? 


2) 


4.16. Su kuriomis q reikšmėmis lygties x? -10x +4 =0 spren- 
dinių kvadratų suma lygi 69? 

4.17. Raskite lygties x? + px +45 2 0 sprendinius, kai jų skirtu- 
mo kvadratas lygus 144. 

4.18. Sudarykite kvadratinę lygtį, kurios sprendiniai būtų ly- 
gūs lygties x? -5x+6=0 sprendinių kubams. 

4.19. Išskaidykite dauginamaisiais: 

1) x?-7x46; 2) 6x? -x -2; 3) 7a? -1lab - 6b? 


59 


4.4. AUKSTESNIOJO LAIPSNIO LYGTYS 


Mokykloje sprendžiamos tik kai kurių tipų aukštesniojo laips- 
nio lygtys, tarp jų dažniausiai — bikvadratinė lygtis. 

Taip vadinama lygtis, kurios bendroji išraiška yra ax* +bx* + 
+c=0; čia a=0. 

Pritaike keitinį x?- y (čia y 20), vietoj jos gauname kvadratinę 
lygtį ay? +by+c=0. 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtį x*-5x?-36=0. 

Sprendimas. Pakeite x?- y, gauname kvadratinę lygtį y?- 5y - 
-36=0, kurios sprendiniai y, = — 4 ir y,=9. Sprendinys su neigiamu 
ženklu y, = -4 netinka, nes y=x?>0. [ra&e y, reikšmę, turime x?=9; 
iš čia x= +3. A 

Kai kurias aukštesniojo laipsnio lygtis galima išspręsti, parin- 
kus tinkamą keitinį. Pateiksime pavyzdžių. 


2 pavyzdys. Išspręskime lygtį (x* -x) +4(x*+x)-12=0. 
Sprendimas. Panaudoje keitinį x? * x =y, gauname lygtį y? + 4y — 
— 12- 0, kurios sprendiniai y,=2 ir y,= —6. Vadinasi, reikia spręsti 
dvi lygtis: x2+x=2 ir x2+x = —6. Pirmosios lygties sprendiniai -2 
ir 1, antroji lygtis realiųjų sprendinių neturi. 
Atsakymas. -2;1. A 
3 pavyzdys. Išspręskime lygtį x(x  D(x-1XYx42)-24. 
Sprendimas. Kadangi x(x+1)=x*+x, (x-MMx+2)=x*+x-2, 
tai pažymėję x?+x=y, gauname lygtį y(y - 2) = 24, turinčią sprendi- 
nius y,= - 4, ir y,=6. Vadinasi, reikia spręsti dvi lygtis: x2+x= -4 
ir x2+x=6. Pirmoji jų neturi realiųjų sprendinių, antrosios 
sprendinys -3 ir 2. A 
Kai kurios aukštesniojo laipsnio lygtys sprendžiamos skaidant 
Jų kairiąsias puses dauginamaisiais. 
4 pavyzdys. Išspręskime lygtį xt- x- 7x*+x+6=0. 
Sprendimas. Pakeitę —7x? =-x? - 6x? , turime 
xt -x -x +x-6x7+6=0, 
x*(x-1)-x(x-1)-6(x?-1)20, 
x*(x-1)-x(x-1)-6(x-1(x-1)-0, 
(x - 1) (x? —x —6(x +1)) =0, 
(x -D(x(x* -1)-6(x+D)=0, 
(x - D(x + 1Xx(x-1)-6)20, 
(x — Dix + 1)(x? -x -6) =0; 
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iš čia x-1=0, arba x+1=0, arba x?-x- 6-0. 

Atsakymas. x, =1, x, =-1, x, =3, x, =-2. A 

Lygtis ax* +bx* * cx? «bx «a - 0 (a0) vadinama sangrąžine 
lygtimi. Ji sprendžiama, abi jos puses dalijant iš x? (x + 0). Gauname 


ax! +bx+c+242 29, alata eee 
X X x x 


x? 


Kadangi x?4—- (: +5] -2, tai toliau tinka keitinys 
x 
1 
+— = 
x de 


5 pavyzdys. Išspręskime lygtį 6x* 45x? -38x? +5x+6=0. 
Sprendimas. Si lygtis yra sangrąžinė. Padalije abi jos puses iš 
x?, turime lygtį 


MB 3842, 6 = 0, e|» raje Js- 0. 
x 


2 
Pakeite x+L=y, x? lay -2 , gauname lygtį 
x 
6(y? -2)+5y-38=0, 6y? +5y-50=0, 


turinčią sprendinius y, = E ir y, = 5, Toliau sprendžiame dvi 
lygtis 
1__10 1.5 
x+ E ir x+ ce 
Pirmosios sprendiniai —3 ir -Ž, antrosios — 2 ir i. 
Te TOT 
Atsakymas. -3; 3^3 2. A 
Pratimai 
14.207 ISspreskite lygtis: 
1) x* -29x?+100=0; 2) x*-7x?+10=0; 
3) xt -8x? 415-0; 4) a*x* - (a° +1)x?+1=0; 


2 2 2 2 
rro e 
4.21. Išspręsite lygtis: 

1) (x? -16x) -2(x* -16x)-63 =0; 

2) (x? «x «1)(x* +1+2)-12=0; 
x? 42x47 
x? +2x+3 


=4+2x+x?; 
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4) x(x + Dx + 2)(x +3) = 0,5625; 
5) (x — 4) — bXx — 6x — 7) 21680 ; 


6) (8x +7) (4x +3Xx+1)=4,5; 


2 2 
x x-l]) T7, 
dedi x 1 
8) (x 1-20 2 9(x 1? ; 
9) xt -2x? * x -132-0; 
i OIN d$. 
32 uem zb; 
11) 5x* - 12x? - 14x? - 12x - 5- 0. 


10) x? + 


4.5. IRACIONALIOSIOS LYGTYS 


Lygtys, kurių kintamasis yra po šaknies ženklu, vadinamos 
iracionaliosiomis lygtimis. Sprendžiant jas, dažnai tenka abi 
lygties puses kelti tuo pačiu laipsniu. Taip gaunama lygtis yra arba 
ekvivalenti pradinei lygčiai, arba yra jos išvada. Pastarosios lygties 
ne visi sprendiniai gali tikti pradinei lygčiai. Todėl, sprendžiant ira- 
cionaliąsias lygtis, reikia patikrinti gautus sprendinius ir, radus pa- 
šalinių, atmesti. 

Kai abi lygties pusės keliamos lyginiu laipsniu, gautoji lygtis 
yra pradinės lygties išvada ir sprendinių patikrinimas yra būtinas. 
Kai keliama nelyginiu laipsniu, gautoji lygtis yra ekvivalenti pra- 
dinei lygčiai ir pašalinių sprendinių ji neturi. 

Dažniausiai iracionaliosios lygtys su kvadratinėmis šaknimis 
sprendžiamos keliant abi jos puses kvadratu. Jei jas sprendžiame 
nustatydami galimas kintamojo x reikšmes, turime remtis tokiais 
teiginiais: 


1) f(x) ae Se^ 2) Jr = Jao o [ST 


g(x)20; g(x) 2 0. 

[domu tai, kad abiem atvejais prirasyti nelygybés f(x)>0 ne- 
reikia, nes ji tiesiogiai išplaukia iš kitų sistemos lygybiu. Kadangi 
f(x)=g*(x)20, tai f(x)20; antruoju - atveju: kadangi /f(x)- 
= g(x) 20, tai f(x)>0. 

Tačiau iracionaliąsias lygtis lengviau spręsti neieškant galimų 
kintamojo x reikšmių. Pašaliniai sprendiniai atskiriami patikrinus 
lygties sprendinius. 

Spręsdami iracionaliąsias lygtis, taikome radikalo (šaknies) 
atskyrimo metodą - vieną šaknį nukeliame į kitą lygties puse. 
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1 pavyzdys. Išspręskime lygtį /x+8-—yV5x+20+2=0. 
Sprendimas. Nustatome galimas kintamojo x reikšmes: 
x+820, x2-8, 
e 
5x 42020 x2-4; 
iš čia x 2 - 4. 
Prieš keldami abi lygties puses kvadratu, ja pertvarkome, at- 


4x*842-245x420. 


Abi jos puses keliame kvadratu: 


(Jx+8+2) = (J5x+20), x+8+4/x+8+4=5x+20. 


Sutraukę panašiuosius narius ir suprastinę iš 4, gauname tokią 
lygtį: Jx+8=x+2. Abi puses pakėlę kvadratu, turime lygtį 
x2+3x-—4=0, kurios sprendiniai yra x,= -4 ir x,=1. 

Kadangi šie sprendiniai tenkina sąlygą x2 -4, tai atrodo, jog 
jie abu turėtų tikti duotajai lygčiai. Tačiau patikrinę nesunkiai įsi- 
tikintume, kad sprendinys -4 yra pašalinis. Kodėl, nustatydami 
galimas reikšmes, neaptikome pašalinio sprendinio? Todėl, kad ty- 
réme neišsamiai. Prieš keldami kvadratu lygtį Yx+8==x+2, turé- 
jome reikalauti, kad būtų x+2>0, arba x» -2. Juk šaknis /x+8 


yra aritmetinė, todėl Vx+820. Vadinasi, galimas kintamojo 
reikšmes gauname iš sistemos 


x2-4, 
x2-2; 
iš čia x2 -2. Taigi sprendinys -4 yra pašalinis. 
Atsakymas. x=1. A 
Tikriausiai suprantate, kad kai kada spręsti šiuo būdu yra pai- 


nu, todėl geriau jo netaikyti, o pašalinius sprendinius atskirti pa- 
tikrinant gautus sprendinius. 


' skirdami radikala: 


2 pavyzdys (VBE, 2003). Pelke nuo pievos skiria tiesi linija 
MN (4.1 pav.). Turistas eina iš vietovės A, esančios pelkėje, į vietovę 
B, kuri yra pievoje. Pelke jis keliauja 1 km/h greičiu, o pieva - 
2 km/h greičiu. ACLMN, BD MN, AC=BD=2 km, CD=5 km. 

1. Pažymėję CP =x (km), įrodykime, kad turistas kelią APB nu- 
eis per laiko tarpą 


bd +4 «ide -10x429 (h). 


2. Nustatykime, kokiu atstumu nuo ta&ko C turistas turi kirsti 
tiese MN, kad atstumus AP ir PB jveiktu per vienodus laiko inter- 
valus. 
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4.1 pav. 


Sprendimas. 1. Kai CP=x, tai PD=5-x. Tuomet, pritaike Pita- 
goro teoremą, gauname, kad AP=WVx?+4, PB= J6 -xy-44- 


= Vx? -10x+29 . Laikas, kurį turistas užtrunka kelyje, yra 


tn le Ha eode —10x429. A 


2. Turistas atstumus AP ir PB iocis per vienoda laiko tarpa, 


jeigu AL BB Taigi Vx? + = Va 101429. 


Pakėlę abi šios lygties puses kvadratu, gauname 


x +4 = (x° -10x +29) © 3x? 10x -13 =0. 


Ši lygtis turi sprendinius E (netinka, nes x » 0) ir 1. Patik- 
rine įsitikiname, kad antrasis sprendinys lygčiai tinka. 
Atsakymas. x=1 km. A 


3 pavyzdys. Išspręskime lygtį 44x -5-42x-1- 4x-1. 
Sprendimas. Kadangi šį kartą radikalo atskyrimas neturi pras- 
mės, tai išsyk kelsime abi lygties puses kvadratu: 


4x -5-24(4x -5(2x -1) 42x -1-2x-1, 248x? +6x-5=5x+5. 


Pakéle dar karta kvadratu ir sutvarke, gauname lygti 
7x? -26x -45- 0, turinčią sprendinius x, =5-ir x, = 7 Patikri- 
nę įsitikiname, kad -> yra pašalinis sprendinys. 

Atsakymas. 5. A 


Spresdami iracionaliasias lygtis, be radikalo atskyrimo metodo, 
taikome ir kintamojo keitimo metodą. 
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1 1 
4 pavyzdys. Išspręskime lygtį («2] + z | =4, 
1 


x+9 
9 x+9 


Sprendimas. Kadangi Pre E tai, paZyméje 2 E 


=y>0, gauname lygtj y+ E =4, turincia du lygius sprendinius 


x+9 E 


31572. Tuomet iš sąlygos [ee =2 gauname 4; 
iš čia x - 3. 
Atsakymas. 3. A 
5 pavyzdys. Išspręskime lygtį (x -3? +3x-22= 4x? -3x 47. 
Sprendimas. Pertvarkome lygtį: 
x? -6x «93x -22 - x? -3x+7, x! -3x-13 = 4x? -3147. 
Kadangi x? -3x-13 = x? -3x +7 -20, tai, pažymėję 
vx? -3x £7 2 y 20, gauname lygtį 
y -20-y, 
turinčią sprendinius 5 ir -4 (netinka, nes y 2 0). Tuomet 


4x? -3x 47 25; 

iš čia x? -3x +7 225 > x? -3x -18 =0 . Pastarosios lygties sprendi- 
niai x, 2-3 ir x, =6. Abu jie pradinei lygčiai tinka. A 

6 pavyzdys. Išspręskime lygtį Vx 45 Vx 46 - 2x «411. 

Sprendimas. Abi lygties puses pakelkime kubu. Kairiajai pusei 
pritaikykime formule (a+b) =a’ +3a?b +3ab* +b? =a? +b? +3ab x 
x (a+b). 

Gausime x5 x63 5Xx 6) (Vx «5 Mx -6)- 2x11, 


3c 5G 6) (Vx 5 x 6) -0; 


18 Cia 
Mx +5Xx+6)=0 arba Yx+5+Yx+6=0. 
Iš pirmosios lygties gauname x, =-5, x, =-6. Iš antrosios lyg- 


ties gauname Yx+5 =-Yx +6, x45- -(x4 6), x, =>. A 


7 pavyzdys. Išspręskime lygtį Vx +Yx+1+Yx+2=0. 


Sprendimas. Parašę Vx+WVx+1=- Yx+2, abi lygties puses 
pakeliame kubu: 
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xxtle3UxG € D (Vx + Ve +1)= 22, 
sk € D (Vx «x 1) - 3G D, 
Vx e (Yx «Nx 1) (r D. 


Atsižvelgę į sąlygą, matome, kad skliaustuose parašytas reiški- 
nys lygus —Yx+2. Tuomet lygtis tampa tokia: 


xx +1)x +2 =x+1. 


Pakėlę abi puses kubu, gauname x(x+1)(x+2)=(x+1); 
iš čia x=-—1. Patikrinę įsitikintume, kad x= -1 tinka pradinei 
lygčiai. A i 
* Pratimai 

123 Išspręskite lygtis: 
1) (VBE, 2001) Jx+2=x; 
2) Vx+17 -Vx-7 =4; 
3) V4x+1-vVx-2=3; 
4) J2x* +3x+2-vV2x? +3x-5=1; 
5) Jx+1+44x+13 = /3x+12; 
6) J2x «3 - 4x -2 24x «1; 
7) (+ Dd? +7x-8=0; 
8) (x42)/16x 4-33 =8x? +x-30; 
9) (x? +3x+2)/16x +17 =(x+1(8x-23Xx+2) ; 

10) 23x? -5Vx =3; 

1) (22 du -1; 

DE qum, 

13) x! «5x «4 - 54x? «5x 28 =0; 

14) x? «3-2 3142 - S4; 

15) Vx «45 - Xx -16 - 1; 

16) Vx «2x -3 = A2(x - D. 


— 


— 
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4.6. LYGCIU SISTEMOS 


Dviejų nežinomųjų x ir y lygtį žymėsime f(x, y)=0. Jos spren- 
diniu vadinsime sutvarkytą skaičių pora (xy yj) su kuria lygtis 
fx, y)=0 tampa teisinga lygybe f(x, y9)- 0. Pavyzdžiui, lygties 
x2-2y+4=0 sprendiniai yra skaičių poros (2; 4), (-2; 4), (4; 10) ir 
kt. Tokios lygties visų sprendinių aibė yra funkcijos -2y= -4-x2, 
taigi funkcijos y =2 "T grafikas. Yra lygčių, neturinčių sprendi- 
nių. Pavyzdžiui, tokia yra lygtis x?+2y?+3=0. 

Tarkime, duotos dvi lygtys: f(x, y)=0 ir g(x, y)=0. Jeigu kelia- 
mas uždavinys — surasti šių dviejų lygčių bendrus sprendinius, tai 
sakoma, jog reikia išspręsti lygčių sistemą 


fr sea (14) 
g(x,y)=0 

Todėl (14) lygčių sistemos sprendinys yra bet kuri skaičių pora 
(xy, Yo), su kuria kiekviena lygtis tampa teisinga lygybe. Norėdami 
išspręsti lygčių sistemą, turime surasti visus jos sprendinius arba 
įrodyti, kad jų nėra. 

Dvi lygčių sistemos vadinamos ekvivalenčiosiomis, jeigu jos 
turi tuos pačius sprendinius. Spręsdami sistemas, lygtis pertvarko- 
me taip, kad gautoji sistema būtų paprastesnė, tačiau ekvivalenti 
duotajai. Šie pertvarkiai pagrįsti tokiais teiginiais: 

1) jei bet kurią sistemos lygtį pakeisime jai ekvivalenčia lygti- 

mi, tai gautoji sistema bus ekvivalenti pradinei; 

2) jei bet kurią sistemos lygtį pakeisime duotųjų lygčių suma 
ar skirtumu, o kitą lygtį paliksime nepakeistą, tai gautoji 
sistema bus ekvivalenti pradinei. 

Pagrindiniai lygčių sistemų sprendimo būdai yra algebrinė su- 
dėtis ir kintamųjų keitimas. Be jų, taikomi ir įvairūs dirbtiniai 
sprendimo būdai. 

Spręsdami sistemą algebrinės sudėties būdu, remiamės 
aukščiau suformuluotu 2 teiginiu. 

1 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 

2x-3y=4, 
a 25. 

Sprendimas. Pirmąją lygtį padauginsime iš 5, EN - iš 3. 
Tuomet koeficientai, esantys abiejose lygtyse prieš y bus vienodo 
didumo, tik priešingų ženklų. Vadinasi, sudėję šias lygtis, gausime 
lygtį su vienu nežinomuoju x. Sprendžiame: 


10x -15y = 20, 
9x+15y =75 
19x = 95; 
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iš čia x=5. Įrašę į pirmąją lygtį x -5, gauname 2-5-3y=4 & y=2. 

Atsakymas. (5; 2). A 

Spręsdami sistemas keitimo metodu, iš kurios nors lygties vie- 
ną nežinomąjį išreiškiame kitu ir tą jo išraišką įrašome į kitą lygtį. 
Taip gauname lygtį su vienu nežinomuoju. 

2 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 

x - y? = 1, 
xy = y? +y. 

Sprendimas. I$ pirmos lygties išreiškiame x =1+y? ir įrašome 
į antrąją lygtį: 

(1+y)y=y «y! e yty? =y +y e y -y= I yy-D=0; 
iš čia y,=0, y,=1. Tuomet x,=1, x,=2. 

Atsakymas. (1; 0), (2; 1). A 

Sistemos sprendžiamos keitimo metodu įvedant naujus kin- 
tamuosius. 
= 3 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistema 

x+xy+y=7, 
x? + y? +xy=13. 
Sprendimas. Sudėję šias lygtis, gauname 
x? +2xy +y? +x+y=20, (x+y) +(x+ y)-20=0. 

Pakeitę x + y =z, gauname lygtį 2?+2-20=0, kurios sprendiniai 
z,=-5 ir z,-4. Vadinasi, x+y= -5 arba x+y=4. Prijunge prie šių 
lygčių pirmąją sistemos lygtį, gauname tokią lygčių visumą 

+y=- = 
x+y=-5, iii x+y=4, 
x+xy+y=7 x+xy+y=7. 

Taigi turime 

+ y =- =4 
„iai JENS 
xy =12 xy=3. 

Išreiškę y= -5-x arba y=4-x ir įrašę į atitinkamas lygtis, 

gauname kvadratines lygtis 
x?-- 5x - 12-2 0 arba x2+41+3=0. 

Pirmoji ju realiuju sprendiniu neturi, antrosios sprendiniai 
x,=1 ir x,=3. Tuomet y,=3 ir y,=1. 

Atsakymas. (1; 3), (3; 1). A 


6x " [xy „5 
8 4 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistema +Vx+7 6x 2” 


xy-x-y-9. 
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Sprendimas. Pažymėję PER —2 »0, gauname lygti 2+2= 
5 


=2052?-52+2=0. 


N 


Šios lygties sprendiniai: Zi sa Z, —2. Todėl 1 
6x 2 x+y 4 


Xy 
Iš čia y 2 23x arba y= Ix. [rase šias y išraiškas į antrąją sis- 
temos lygtį, gauname dvi kvadratines lygtis: 23x?- 24x-9=0 arba 


x*-3x -18=0. Pirmosios iš jų sprendiniai x,, = 1243439 


sios — x,- -3, x,- 6. Tuomet y, , =12 +3439, Ya --$ y,73. 
Atsakymas. Ea 1229455) (-1) (6; 3. A 


Lygtis Ax? Bxy+ Cy? 2 0 (A 2 0) vadinama antrojo laipsnio ho- 
mogenine lygtimi. Padalije abi jos puses iš y*(y + 0), gauname lygtį 


, antro- 


2 
A 2 +B > +C=0, kuri yra kvadratinė z= : atžvilgiu. Iš- 
sprendę ją, randame sąryšį, siejantį x ir y. 
Toks metodas taikomas sprendžiant sistemas, kurių lygčių kai- 
riųjų pusių išraiška yra Ax? 4 Bxy + Cy?. 
5x? -2xy - 3y? =3, 
x? -xy-2y? =1. 


Sprendimas. Padauginę antrąjį lygtį iš —3 ir sudéje su pirma- 
ja, gauname 


5 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą l 


2x? -5xy -3y? =0. (15) 
Kai y - 0, iš šios lygties gauname x= 0. Tačiau skaičių pora (0; 
0) netinka nė vienai duotosios sistemos lygčiai. Vadinasi, y + 0. Pa- 


2 
daliję abi (15) lygties puses iš y?, turime (s pem =0. 
Pazyméje Dic , gauname kvadratinę lygtį 22?-52-3-0, 
kurios sprendiniai E ir 3. Todėl Ž = -i arba *=3, taigi y= - 2x 
1 sa mA i Sca 
arba y e Įrašę šias y reikšmes į antrąją duotosios sistemos 


1 
t-> 
JT 


lygtį, gauname dvi lygtis: 7x?=1 arba 14x?-9. Iš čia x% = 


43 ir y Ep "eR 
"n "O48 77 di 


X34 = 
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1 2 3 1 
Atsakymas. |+—; Į L | si .A 
| JT 4) | Ji4 A) 
Toliau išnagrinėsime dviejų tiesinių lygčių sistema 


ax + by =G, 
aX +b,y = C3. 
Kiekvienos lygties grafikas yra tiesė. 
Si sistema: 
b, EUM 
1) turi vienintelį sprendinį, kai Š — 4 b, ; grafiskai tai reiskia, jog 
tiesés, nusakomos sistemos imis kertasi viename ta&ke; 


è > ; b, 8 — 
2) turi be galo daug sprendiniu, kai = 2. EC grafiškai tai 
2 2 2 
reiskia, jog minétosios tiesés sutampa; 


: -— 3 b EA enata Va > 
3) neturi sprendiniu, kai A Š h z 2 ; grafiškai tai reiškia, jog 
2 2 2 
nagrinėjamos tiesės yra lygiagrečios. 


gus 


6 pavyzdys. Raskime m reikšmes, su kuriomis lygčių sis- 
les +y=7-m, 
tema 
(8m +2)x +(m+4)y = m+20: 
a) turi vienintelį sprendinį; b) turi be galo daug sprendinių; 
c) neturi sprendinių. 
Sprendimas. a) Sistema turi vienintelį sprendinį, kai 
m . 1 | 
3m+2 m+4” 


iš čia 
m? +4m z 3m 4 2 om? +m-2ž0. 
Vadinasi, sistema turi vienintelį sprendinį, kai m + -2 ir mz 1. 
b) Sistema turi be galo daug sprendiniu, kai 
m 1 7-m 


abis "m«4 "m«20' MB) 
Aišku, kad — > kai m= -2, m=1. Tuomet 
3m+2 B s 

— 2 

xad wi kai m= -2, 

E i su 

2. E kai m=1 
7-m | "42 9 1 Pac 
iN 9 jg gs 54-9 
7-m 7-1 6 2 aš 

kai m=1. 


m +20 “14120 Sr T? 
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Vadinasi, (16) sąryšis teisingas, kai m= - 2. Todėl, kai m= - 2, 
duotoji sistema turi be galo daug sprendiniu. 
c) Kai m - 1, gauname 
om „A „Jom 
3m+2 m+4 m+20” 
todél su m=1 duotoji sistema sprendiniu neturi. A 


S ^ Pratimai 
4.23) Duotos lygčių sistemos: 
m 2) | 2x-y=8, 
x+y=4; 4x -2y 216; 
3) ptc 4 Lr c 
5x-yz3; 3x+4y=7. 


Kurios iš jų turi vienintelį sprendinį, turi be galo daug sprendinių, 
neturi sprendinių? 


4.24. Su kuriomis m reikšmėmis šios lygčių sistemos turi vie- 
nintelį sprendinį: 


L 9 IE 

mx+y=3; 3x+2my = 5; 
2x+3my=6, 

i Er on 


Kuri iš ju ir su kuria m reikšme gali turėti be galo daug sprendinių 
arba jų visai neturi? 


4, 25. Išspręskite lygčių sistemas: 


x*y = 256, x+xy+y=11, 

x —15y 24; 2) x’ y + xy? =30; 

xX +y +x+y=l1l8, (x — y)xy =30, 

x? +y? +xy= 19; 4) (x+ y)xy 2120; 

x -y Ege | |x? +3xy 218, 
i xy- xy’? = 6) xy +4y? =7; 

xy(x + y)=30, x? — y? 2 19(x - y), 
D le + y? =35; 8) x? +y? = x + y); 

5x? -6xy +5y? =29, 3x? -6xy -2y? =7, 
9 17: -8xy+7y2=43; — 19 lex -9xy+ y? =28. 
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4.26. Išspręskite lygčių sistemas: 


Sr. rap-a, 
1) 44y Vx 2” y 20” 


x-y=6; + y =41; 

— x-y _ 20 ; rir. 
3) x+y x+y 4) 

x? + y? =34; xy = 80; 

[+y , 5x | 34 + 
5) 5x x+y 15' 6) vr de 

x+y+xy=29; x+y=12. 


4.7. LYGČIŲ SUDARYMO UŽDAVINIAI 


Yra įvairių tipų lygčių sudarymo uždavinių. Norint išspręsti 
vienus, pakanka sudaryti vieną lygtį, norit išspręsti kitus, reikia 
sudaryti lygčių sistemą. Paprastai nežinomuoju x žymimas tas dy- 
dis, kurį reikia surasti. Kai reikia rasti du dydžius, paprastai juos 
žymime x ir y. 

Iš lygčių sudarymo uždavinių gausos galima sąlyginai išskirti 
judėjimo uždavinius, darbo uždavinius ir uždavinius apie 
mišinius. 

Pateiksime kelių būdingiausių uždavinių pavyzdžius. 

1 pavyzdys. Iš Sauluvos į Ežeriją, tarp kurių yra 240 km, 
tuo pačiu metu pastoviu greičiu išvažiavo du automobiliai. Vienas 
jų važiavo 8 km/h greičiau už kitą ir todėl į Ežeriją atvažiavo 20 min 
anksčiau. Raskime automobilių greitį. 

Sprendimas. Pažymėkime: x km/h - lėčiau važiavusio automo- 
bilio greitis, tuomet (x+8) km/h - greičiau vaziavusio automobilio 
greitis. 

Žinodami atstumą tarp Sauluvos ir Ežerijos bei kiekvieno au- 
tomobilio greitį, galime rasti jų kelionės laiką. Lėčiau važiavusio 


automobilio kelionė truko 240 valandų, greičiau važiavusio — 


240 8 valandų. Pirmasis n. pagal salyga, yra 20min -i h di- 
desnis. Vadinasi, galime sudaryti lygtį 


240 240 1 


o n =3 920. -3(x +8)-240 -3x = 


= x(x+8) S x? +8x -5760 =0. 
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Šios lygties sprendiniai x,=-—80 (netinka) ir x,=72. 
Atsakymas. Automobilių greičiai lygūs 72 km/h ir 80 km/h. A 


2 pavyzdys. Iš Beržų ir Rugelių kaimų vienas prieš kitą iš- 
ėjo du keleiviai ir susitiko po 1 h 40 min. Per kiek laiko kiekvienas 
jų nueis iš vieno kaimo į kitą, eidamas pastoviu greičiu, jeigu iš 
Beržų išėjęs keleivis į Rugelius atėjo 45 min vėliau, negu kitas ke- 
leivis iš Rugelių atėjo į Beržus. 

Sprendimas. Pažymėkime: x (h) - laikas, per kurį keleivis iš 


Rugelių atėjo į Beržus; tuomet p — laikas, per kurj keleivis 
uma ta 


iš Beržų atėjo į Rugelius. Atst kaimų pažymėkime s. Tuo- 
met, žinodami atstumą tarp kaimų ir kiekvieno keleivio kelionės 
s 
3 
T— 
um 


Pirmasis keleivis iki susitikimo per 1 h 40 min, taigi per a h nuejo 
s 5 


—.— km, antrasis - 
x 3 


trukme, galime rasti ju greicius, kurie atitinkamai lygüs - ir 


s „5 
3 3 
4 

lygi visam atstumui tarp kaimų. Todėl sudarome lygtį 

s 5, s „5 

13,33 

4 


Suprastine abi jos puses iš s*0, gauname lygtį 


5 d. ies 10 8le=16=0, 
3x 3 
3| x+ 


km. Pagal sąlygą, šių atstumų suma 


4 


turinčią sprendinius x, = (netinka) ir x,=3. 


25 
12 

Atsakymas. 3 h ir 3 h 45 min. A 

3 pavyzdys. Motorinė valtis per 2 h 30 min nuplaukė pasro- 
viui 12 km ir grįžo atgal. Kitą kartą ta pati valtis, plaukdama tokiu 
pat greičiu, per 1 h 20 min nuplaukė 4 km pasroviui ir 8 km prieš 
srovę. Apskaičiuokite motorinės valties greitį stovinčiame vandeny- 
je ir upės tėkmės greitį. 

Sprendimas. Pažymėkime: x km/h - valties greitis stovinčiame 
vandenyje, y km/h - upės tėkmės greitis. Tuomet valties greitis 
prieš srovę (x — y) km/h, pasroviui — (x + y) km/h. Žinodami nuplauk- 
tą atstumą ir plaukimo greitį, galime rasti kelionės laiką. 


Pirmą kartą valtis plaukė pasroviui E valandų ir prieš sro- 


ve 
gauname lygtį 


valandų .Visa ši kelionė užtruko 2 h 30 min= 25 h. Iš čia 
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12 12 5 
——-+1—— =, 
x+y x-y 2 


Antra karta valtis pasroviui plauké E h, o prieš srovę — 


y 
h. Visa ši kelionė užtruko 1 h 20 min= 15 h. Vadinasi, galime 


x- 
sudaryti dar viena lygti 


A „8 4 
x+y x-y 3 
Gavome lygčių sistemą 
12 , 12 


s qe : ; : ; ; . 1 
kurią išspręsime įvesdami naujus kintamuosius: aiy h 
y 


zu. 
x-y 
Tuomet gausime tiesinių lygčių sistemą u ir v atžvilgiu 


5 
12u +120 == 
u U 9" 


4u *8v 2 —. 
Padaugine antrąją lygtį iš (-3) ir sudéje su pirmąja, turime 
-120= 2-4, todėl v-i 
+y=12, 
—— MM f y 


. Tuomet u= 5 . Vadinasi, 


x+y 12’ x-y 

iš čia x 2 10, y=2. 

Atsakymas. 10 km/h, 2 km/h. A 

4 pavyzdys. Du darbininkai, dirbdami kartu, visa darba 
atlieka 2 valandomis greičiau, negu jį atliktų pirmasis darbininkas, 
ir 4,5 valandos greičiau, negu - antrasis darbininkas. Kiek laiko 
užtruktų kiekvienas darbininkas, dirbdamas atskirai? 

Sprendimas. Šis uždavinys — tipiškas darbo uždavinys. Pažy- 
mėkime: x h - laikas, per kurį darbą atlieka abu darbininkai, dirb- 
dami kartu, tuomet (x+2) h - laikas, per kurį darbą atlieka pir- 
masis darbininkas, (x+4,5) h - laikas, per kurį darbą atlieka 
antrasis darbininkas. 


Dirbdami kartu, per 1 valandą jie padaro i dali viso darbo, 


pirmasis ju per 1 valanda atlieka 1 
x 


dalį viso darbo, antrasis — 
+2 
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ET dalį viso darbo. Vadinasi, galime sudaryti lygtį 
L^ e | 2x16, — 1. 
x2 x+45 x x!46,5x49 x? 
iš čia x?=9 ir x - 3. 
Atsakymas. 5 h, 7,5 h. A 
Paminėsime, kad panašiai sprendžiami ir uždaviniai apie ba- 
seiną ir siurblius, pripildančius jį vandeniu. 


. Sutvarkę gauname 


5 pavyzdys. Pirmasis siurblys, veikdamas atskirai, pildo ba- 
seiną 3 valandom ilgiau už antrąjį. Norint pripildyti baseiną, buvo 


įjungtas pirmasis siurblys, o po 12 valandos - ir antrasis siurblys. 


Po 7 valandų nuo pirmojo siurblio paleidimo baseinas buvo pripil- 
dytas. Per kiek laiko baseiną pripildo kiekvienas siurblys, veikda- 
mas atskirai? 

Sprendimas. Tarkime, kad antrasis siurblys baseiną pripildo 
per x valandų, o pirmasis — per (x+3) valandų. Pirmasis siurblys 


per valandą pripildo 


baseino dalį, o antrasis — A dalį. 
x+3 & 


Pirmasis siurblys dirbo 7 h ir pripildė 
11 x+3 
dirbo miT h ir pripildė 2 baseino. Kadangi tiek laiko 


2 x 
veikdami siurbliai pripildė visą baseiną, tai - i1 
x 


baseino, antrasis 


Atlikę veiksmus, gauname kvadratinę lygtį 2x?- 19x - 33 - 0, 


kurios sprendiniai yra x,=11 ir x, = -3 (netinka, nes x » 0). 
Atsakymas. 11 h, 14 h. A 


6 pavyzdys. Apskaiciuokime sidabro ir vario lydinio mase ir 
prabą, jeigu, sulyde šį lydinį su 3 kg grynojo sidabro, gauname ly- 
dinį, kurio praba 900, o sulydę jį su 2 kg lydinio, kurio praba 900, 
gauname lydinį, kurio praba 840. 

Sprendimas. Priminsime, kad lydinio praba lygi lydinyje esan- 
čio brangiojo metalo (sidabro, aukso ir kt.) ir lydinio masių santy- 
kiui. Vadinasi, 1 kg lydinio, kurio praba lygi 900, yra 900 g bran- 
giojo metalo. Kitaip sakant, kai praba lygi 900, tai brangusis 
900 
1000 

Pažymėkime: x - lydinio masė, y — jo praba, taigi sidabras su- 
daro 0,001 y lydinio masės dalį. Vadinasi, šiame lydinyje yra 0,001 xy 
sidabro. Pridéje 3 kg grynojo sidabro, gauname (x + 3) kg masės ly- 
dinį, kuriame yra (0,001xy +3) kg grynojo sidabro. Tuomet tokio ly- 


dinio praba yra lygi eS 


metalas sudaro 


=0,9 lydinio masės. 


. Pagal sąlygą, šis dydis lygus 0,9. 
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name lygti 
Lai 0,001xy +3 
x+3 
Lydinyje, kurio masé 2 kg ir praba lygi 900, yra 1,8 kg grynojo 
sidabro. Sulyde $i lydinj su pirmuoju, gausime (x+2) kg masés ly- 
dinį, kuriame bus (0,001xy + 1,8) kg grynojo sidabro. Tuomet tokio 


e 0,9, 


lydinio praba bus lygi AEN Iš čia gauname dar vieną lygtį 
01 18 
AER nga 
x+2 


Sudarome sistema 
0,001xy+3=0,9x+2,7, 
kino +1,8 = 0,84x +1,68. 
I$ pirmosios lygties atéme antraja, gauname 
0,06x 20,18 ; 
iš čia x «3 kg. Tuomet y = 800. 
Atsakymas. Lydinio masė lygi 3 kg, jo praba lygi 800. A 


Pratimai 

4.27 (MBE, 2001). Katė ilgu koridoriumi vijosi pelę ir po a 
sekundžių ją sugavo. Pradinis atstumas tarp jų buvo / metrų. Jei- 
gu, esant tam pačiam pradiniam atstumui, išsigandusi pelė bėgtų 
ne tolyn nuo katės, o jos link, tai katė ją sugautų po b sekundžių. 
Laikydami, kad abiem atvejais katė ir pelė bėga ta pačia tiese pa- 
stoviu greičiu, raskite kiekvienos jų greitį. 

4.28. Automobilis pirmąją kelio pusę važiavo 50 km/h greičiu, 
antrąją pusę — 75 km/h greičiu. Raskite visos kelionės vidutinį grei- 
tį (perspėjame skaitytoją, jog kelionės vidutinis greitis nelygus grei- 
50+75 _ 62 5 km/h yra klaidingas). 

4.29. Iš to paties miesto vienas paskui kitą išvažiavo du trau- 
kiniai. Pirmasis traukinys per 1 valandą nuvažiuoja 72 km, o ant- 
rasis — 96 km. Pirmasis traukinys išvyko 2 valandom anksčiau už 
antrąjį. Po kelių valandų antrasis traukinys pavys pirmąjį? 

4.30. Mindaugas, važiuodamas troleibusu, pamatė savo draugą 
Karolį, einantį priešinga kryptimi lygiagrečiai troleibuso linijai. Po 
minutės Mindaugas išlipo iš troleibuso ir, norėdamas pavyti Karolį, 
nuėjo dvigubai didesniu greičiu, negu ėjo Karolis, bet 4 kartus ma- 
žesniu greičiu, negu važiuoja troleibusas. Po kelių minučių Mindau- 
gas pavys Karolį? 

4.31. Iš vietovės A į vietovę B, tarp kurių yra 14 km, vienu 
metu išėjo du keleiviai. Antrojo keleivio greitis 0,5 km/h mažesnis 


čių vidurkiui, todėl atsakymas 
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už pirmojo keleivio greitį, todėl antrasis keleivis į vietovę B atėjo 
30 min vėliau už pirmąjį. Koks yra kiekvieno keleivio greitis? 

4.32. Du dviratininkai tuo pačiu metu išvažiavo iš vieno kaimo 
į kitą, nutolusį nuo pirmojo 36 km atstumu. Dviratininkas, kurio 
greitis buvo 2 km/h didesnis, į paskirties vietą atvyko 15 min anks- 
čiau. Raskite kiekvieno dviratininko greitį. 

4.33. Iš dviejų vietovių A ir B, tarp kurių yra 36 km, tuo pačiu 
metu vienas prieš kitą išvažiavo du dviratininkai. Po vienos valan- 
dos jie susitiko ir nesustodami tuo pačiu greičiu važiavo toliau. Koks 
kiekvieno dviratininko greitis, jeigu pirmasis į vietovę B atvažiavo 
27 min anksčiau negu antrasis į vietovę A? 

4.34. Du turistai ėjo vienas prieš kitą; pirmasis — iš vietovės 
A, antrasis — iš vietovės B. Pirmasis turistas išėjo 6 valandom vė- 
liau už antrąjį ir, kol susitiko, nuėjo 12 km mažiau už jį. Susitikę 
turistai žygiavo toliau tuo pačiu greičiu, ir pirmasis atėjo į vietovę 
B per 8 valandas po susitikimo, o antrasis į A — per 9 valandas. 
Apskaičiuokite atstumą tarp vietovių A ir B? 

4.35. Laivas per 1 h nuplaukė 4 km prieš srovę ir 33 km pasro- 
viui. Upės tėkmės greitis lygus 6,5 km/h. Koks yra laivo greitis 
stovinčiame vandenyje? 

4.36. Tarp Klumpėnų ir Lydekų kaimų upe kursuoja garlaivis 
ir kateris. Pasroviui iš Klumpėnų į Lydekas kateris nuplaukia 1,5 
karto greičiau negu garlaivis. Be to, garlaivis per valandą atsilieka 
nuo katerio 8 km. Atstumą iš Lydekų į Klumpėnus prieš srovę ka- 
teris nuplaukia 2 kartus greičiau negu garlaivis. Raskite garlaivio 
ir katerio greitį stovinčiame vandenyje. 

4.37. Du automobiliai išvažiavo vienu metu iš tos pačios vietos 
ta pačia kryptimi. Pirmojo greitis 50 km/h, antrojo - 40 km/h. Po 
pusvalandžio iš tos vietos išvažiavo trečias automobilis, kuris, pa- 
vijęs antrąjį automobilį, dar važiavo 1,5 valandos, kol pavijo pirmą- 
jį automobilį. Koks trečiojo automobilio greitis, jeigu visi automobi- 
liai važiavo pastoviu greičiu? 

4.38. Du mūrininkai, dirbdami kartu, sumūrijo sieną per 
20 dienų. Per kiek dienų šį darbą atliktų kiekvienas mūrininkas, 
dirbdamas atskirai, jeigu pirmasis jų turi dirbti 9 dienomis ilgiau? 

4.39. Vandentiekio bakas dviem siurbliais pripildomas per 2 h 
55 min. Pirmasis siurblys jį gali pripildyti 2 valandom greičiau už 
antrąjį. Per kiek laiko pripildo baką kiekvienas siurblys atskirai? 

4.40. Trys ekskavatoriai, dirbdami kartu, išrausia duobę per 
20 valandų, antrasis, dirbdamas vienas, - 19 valandų greičiau ne- 
gu pirmasis ir du kartus lėčiau negu trečiasis. Per kiek laiko šį 
darbą atliktų kiekvienas ekskavatorius atskirai? 
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4.41. Du darbininkai, dirbdami kartu, gali atlikti tam tikra dar- 
ba per 12 dienų. Po 8 bendro darbo dienų vienas jų susirgo ir darbą 
baigė kitas, išdirbęs dar 5 dienas. Per kiek dienų gali padaryti šį 
darbą kiekvienas darbininkas, dirbdamas atskirai? 

4.42. Lydinį sudaro sidabras ir varis, paimti santykiu 1:2, kita 
lydinį sudaro tie patys metalai, paimti santykiu 2:3. Kiek dalių kiek- 
vieno lydinio reikia paimti, kad būtų gautas trečias lydinys, kuria- 
me sidabro ir vario kiekių santykis būtų lygus 17:27? 

4.43. Du aukso ir vario lydiniai, kurių prabos lygios 950 ir 800, 
sulydyti su 2 kg gryno aukso. Gautas naujas 25 kg masės lydinys, 
kurio praba lygi 906. Apskaičiuokite pirmųjų dviejų lydinių masę. 

4.44. Atstumas tarp Upynos ir Kalnėnų yra 300 km. Lygiai 
12 valandą dienos iš Upynos į Kalnėnus išvažiuoja autobusas ir tuo 
pat metu iš Kalnėnų į Upyna - lengvasis automobilis. Autobusas 
atvyksta į Kalnėnus tos pačios dienos 18 valandą. Be to, pakeliui jis 
sustoja 4 kartus vienodais laiko tarpais ir kiekvieną kartą stovi 
15 min. Lengvasis automobilis visą kelią važiuoja nesustodamas ir 
sutinka autobusą likus 120 km iki Upynos. Laikydami, kad abu 
automobiliai važiuoja pastoviu greičiu, nustatykite, ar lengvojo au- 
tomobilio vairuotojas suspės atvykti į Upyna sutartu laiku - 
16 h 15 min. 


4.8. NELYGYBIŲ EKVIVALENTUMAS 


Nelygybės, kaip ir lygtys, sprendžiamos įvairiais metodais. Čia 
taip pat labai svarbi yra ekvivalentumo sąvoka. 
Apibrėžimas. Dvi nelygybės 
Ax) > g(x) (17) 
ir 
fico >g, (x) (18) 
vadinamos ekvivalenčiosiomis aibėje M, jei jų sprendiniai šioje 
aibėje sutampa. Kitaip tariant, (17) < (18), kai (17) nelygybės spren- 
diniai kartu yra ir (18) nelygybės sprendiniai, ir atvirkščiai, (18) 
nelygybės sprendiniai kartu yra ir (17) nelygybės sprendiniai. Jei 
aibėje M (17) ir (18) nelygybės sprendinių neturi, tai jos irgi vadi- 
namos ekvivalenčiosiomis. 
Išvardysime keletą teiginių apie nelygybių ekvivalentumą. 
1. Jei funkcijos Ax) ir g(x) apibrėžtos aibėje M, tai nelygybės 
Ax) >g(x) ir -fix) « -g(x) yra ekvivalenčios šioje aibėje. 
-2. Jei f(x) » 0 ir g(x)>0, kai xeM, tai šioje aibėje 
1 1 


Fu) AO ese: 
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3. Kai funkcijos f(x), g(x) ir q(x) yra apibrėžtos aibėje M, tai 

sioje aibéje 
f) « g(x) S f(x) ox) « g(x) * ox). 

Prie abiejų nelygybės pusių vietoj Ę(x) pridėję reiškinį - g(x), 
gauname, kad dėmenis iš vienos pusės galima kelti į kitą pusę su 
priešingu ženklu. 

4. Jei funkcijos Ax), g(x) ir q(x) yra apibrėžtos aibėje M ir 
p(x)>0, kai xeM, tai šioje aibėje 

f(x) < g(x) e f(x)o(x) < glxjo(x). 

5. Jei funkcijos Ax) ir g(x) yra apibrėžtos aibėje M ir f(x)» 0, 

g(x)>0, kai xeM, tai šioje aibėje 
f(x) < g(x) S f? (x) < g*(x). 

Penktuoju teiginiu dažnai remiamasi sprendžiant iracionalią- 
sias nelygybes. Mokiniai paprastai suklysta, keldami abi nelygybės 
puses kvadratu, nejsigilinę, ar galima taip daryti. Pavyzdžiui, pa- 
kėlę abi nelygybės Vx? -1 >x puses kvadratu, gauname x?-1>x?, 
t. y. -1 >0. Kadangi ši nelygybė neteisinga, atrodo, kad duotoji ne- 
lygybė neturi sprendinių. Bet taip nėra, nes šiai nelygybei tinka bet 
kuris 

xe(-0; -1]. 

Kodėl suklydome? Nelygybė turi prasmę, kai x?- 1 20, t. y. kai 
xe(-0; -1]U[1; +00), todėl x gali būti ir teigiamas, ir neigiamas. 
Vadinasi, sprendžiant nelygybę, reikia nagrinėti du atvejus: x » 0 ir 
x<0. Kai x<0, kairioji nelygybės pusė yra teigiama, nes joje para- 
šyta aritmetinė šaknis, o dešinioji - neigiama. Tokios nelygybės 
kvadratu kelti negalime, nes gausime nelygybę, neekvivalenčią duo- 
tajai. Kai x>0, kelti abi nelygybės puses kvadratu jau galima. 

Apibendrinsime tai, ką čia išdėstėme. Pertvarkę iracionaliąją 
nelygybę, paprastai gauname tokias nelygybes: 


Jf(x) € g(x) arba f(x) > g(x). 


Jas spręsdami, turime remtis toliau pateikiamais teiginiais. 


f(x)>0, 
6. Jflx) < g(x) e 4 g(x)20, 
f(x) s gx). 


g(x)<0, 
f(x) 20; 


m. 20, 
f(x) > g?(x). 


TON FO) > glx) S 
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Atkreipiame dėmesį į tai, jog antroje šios visumos sistemoje 
nereikia prirašyti nelygybės Ax) 2 0. Kad ji teisinga, tiesiog išplau- 
kia iš nelygybės Ax) 2 g*(x). Iš tikrųjų, 

Ax) zgXx) 20, t. y. Ax) 20. 


4.9. TIESINĖS NELYGYBĖS 


Tiesinių nelygybių su vienu kintamuoju sprendimo metodai 
analogiški tiesinių lygčių sprendimo metodams. Tačiau yra vienas 
esminis skirtumas, į kurį neatsižvelgus galima suklysti. Reikia pri- 
siminti, kad nelygybės ženklas keičiasi, abi jos puses dauginant arba 
dalijant iš neigiamojo reiškinio. Tuo tarpu, spręsdami lygtis, reika- 
lavome, kad tas reiškinys būtų nelygus nuliui. Dabar to neužtenka. 


1 pavyzdys. Raskime sveikuosius nelygybių sistemos 


x-1 2x+3 x x+5 
2 A 32 
1X+5,4-x _x+1 

zc Te < 3x "Ud 


sprendinius. 
Sprendimas. Pirmosios nelygybés abi puses dauginame i$ 6, 
o antrosios - iš 8: 


3x-3-4x-6+x<12-3x-15, 
8-x-5+16-4x<24x-2x-2; 


iš čia 
3x «6, x«2, 
> 7 
-27x < -21 xg 


Taigi 5< x<2 (4.2 pav.). Šiame intervale yra vienintelė svei- 
koji reikšmė x= 1. 

Atsakymas. x=1. A 

2 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 


(m-l)x>m-2. 
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Sprendimas. Neskubėkime abiejų pusių dalyti iš m-1, nes ne- 
žinome šio reiškinio ženklo. Išsiaiškinkime, ką gautume, jei m-1 
būtų įvairių ženklų. 


N 


1. Kai m-1>0, tai x » Z 


i 


2. Kai m-1<0, tai x< 


AS 
di 


3. Kai m-1=0, arba m- pd, gauname nelygybę 0-x> -1, 
0» - 1. Kadangi ši nelygybė yra teisinga, tai nelygybei 0-x> — 1 tin- 
ka bet kurios x reikšmės. Taigi, kai m=1, tai xeR. 


2 


Atsakymas. x > = „kaim>1; x<” 2 „kai m < 1; xeR, kai 


m=1. A 
* Pratimai 
4.45. Išspręskite nelygybių sistemas: 


7-x 3+4x 


2 -8« 5 -4, 
1) 5 

32154-1)< 24-23); 

4x-11 _ x-3 

9 5 
od oq B 

(2 x +8x? « (8x - 1? -12; 

x 5x-4 x-2 x+1 3x 
„A B 6 + 476 


x-l x*2.x-3 
2 3 4 | 
4.46. Raskite sveikuosius nelygybių sistemos 
3x=11 17+2x 
E” "3 eo 
3x um 23 g L -1)+ 
4.47» tasks ia natūralųjį skaičių, tinkantį nelygybiu 


p 


x- 


z sprendinius. 


> +x, 
sistemai 2 2 


4.48. Su kuriomis m reikšmėmis lygties 2+2,5x =1,5(x - 2m) - 


-5 : "— E 
z * sprendinys yra mažesnis už 3? 


248, Téspredicite nelygybes: 1) 129 20; 22 2 «0; 
3) 2x-3 | x-1 
x+2 x+2' 


4.50. Raskite funkcijos y = J-x + apibrėžimo sritį. 


1 
424x 
4.10. KVADRATINĖS NELYGYBES 


Išnagrinėsime, kaip sprendžiamos kvadratinės nelygybės ax? + 
+bx+c>0, ax?+bx+c<0. Yra keli jų sprendimo būdai. Cia pateik- 
sime tik grafinį. 

Tarkime, kad kvadratinės lygties ax?+bx+c=0 (a 2 0) diskrimi- 
nantas D » 0, tuomet kvadratinis trinaris turi realiąsias šaknis x, ir 
x5, be to, x, +x, Atsižvelgdami į koeficiento a ženklą ir neieškodami 
viršūnės koordinačių, nubrėžiame kvadratinio trinario y = ax?+bx+c 
grafiką (4.3, 4.4 pav.). 


4.3 pav. 4.4 pav. 

Norėdami išspręsti nelygybę, pavyzdžiui, ax? + bx + c » 0, turime 
rasti tas x reikšmes, su kuriomis y > 0, t. y. su kuriomis grafikas yra 
virš ašies Ox. Taigi iš brėžinio nustatome sprendinius: 

x<x, arba x>x,, kai a >0 (4.3 pav); 
x ,<x<x, kai a<0 (4.4 pav.). 


Atsakymas. xe (-0; x,)U(x,; +00), kai a>0; xe (x,; x,), kai 
a<0. 

Sakykim, trinario diskriminantas D=0. Toks trinaris turi dvi 
sutampančias šaknis x, =x,. Jo grafikas nubraižytas 4.5 paveiksle. 

Iš grafiko matyti, kad ax?+ bx + c 2 0 su visomis x reikšmėmis, kai 
a>0,iraxž+bx+c< O irgi su visomis x reikšmėmis, kai a < 0. Nelygy- 
bei ax?+bx+c>0, kai a >0, tinka visos x reikšmės, išskyrus x=x,, 0 
nelygybei ax?+bx+c>0, kai a « 0, tinka tik viena reikšmė x=x,. 

Išnagrinėsime dar tą atvejį, kai trinaris realiųjų šaknų neturi, 
t. y. kai D<0. Tuomet jo grafikas yra virš ašies Ox, kai a >0, ir po 
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4.5 pav. 


ašimi Ox, kai a<0 (4.6 pav.). Kitaip tariant, kai D «0, trinario 
ax*+bx+c ženklas sutampa su koeficiento a ženklu. Vadinasi, šiuo 
atveju axž+bx+c>0 su visomis x reikšmėmis, kai a>0, ir 
ax?+bx+c<0 su visomis x reikšmėmis, kai a<0. Todėl nelygybės 
ax? * bx * c » 0 (a >0) sprendinių aibė yra intervalas (- œ; +00), o ne- 
lygybės ax?+bx+c<0 (a » 0) sprendinių aibė tuščia. 


a<0 
4.6 pav. 4.7 pav. 
Kaip pavyzdi iánagrinésime dvieju svarbiu nelygybiu x?» a? ir 
x?« a? (a » 0) sprendimą. Jas perrašome taip: 
x?-a?»0 ir x?-a?«0. 
Nubraižome funkcijos y -x?- a? grafiką, turėdami galvoje jos 
šaknis -a ir a (4.7 pav.). I$ brėžinio matyti, kad 


x! >a ex! -a >0 sxe (-0; -a)U(a; +0); 
x! «a? & x! -a «0 e xe (-a; a). 
Kadangi iš nelygybės x? «a? gauname |x| « a(a » 0), tai 
Ix| «a e xe (-a; a). 
Analogiškai |x| » a > x € (-o; -a)U(a;+0). 


83 


2, 8 
x-13| 9“ 
Sprendimas. Pirmiausia pritaikykime nelygybiu savybę (a > b, 


1 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 


a>0, b>0) = E < T . Taigi duotoji nelygybė, kai x - 132 0 yra ek- 


vivalenti nelygybiu sistemai 


x-13| 9 
2 8' 
x «13. 
I$ pirmosios nelygybés gauname: 
9 x-13 9. 3 1 
5“ 2 <g? 107 <x<157. 


Iš šio intervalo turime pašalinti tašką x = 13. 
Atsakymas. xe (105: 13 (ns 157). A 


2 pavyzdys. Su kuriomis m reikšmėmis  nelygybei 
(m?- D)x?+2(m- Dx+1>0 tinka visi xe R? 

Sprendimas. Kad ir kokia būtų x reikšmė, trinaris visą laiką 
yra teigiamas, kai 


mž-1>0, 
n «0. 
Apskaičiuojame diskriminantą: D-4(m-1)-4(m?-1).1- | 
= -8m +8. SprendZiame sistema | 
e | m? »1, un -1)U (1; +00) | 
-8m+8<0 ` |-8m<-8 | 


m »1; | 
iš čia me(1; +00) (4.8 pav.). | 
Kai m - 1, turime nelygybę 1» 0, kuri teisinga su visais xeR. | 
Todėl galutinai me[1; +00). A 
3 pavyzdys. Su kuriomis a reikšmėmis atstumas tarp parabo- 
lių y = 2x? + 3ax + lir y=x?+ax -3 a? viršūnių yra mažesnis už E ? 
Sprendimas. Žinome, kad parabolės viršūnės abscise galima 
rasti iš sąlygos y' = 0. Išdiferencijavę abiejų parabolių lygtis ir išves- 
tines prilyginę nuliui, turime 


4x+3a=0 ir 2x+a=0; 
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iš čia x, E ir x, T Gauname tokias parabolių viršūnių 
ordinates: 
9a? 9a? 9a? a^ a* 3 5a? 
dnd NE misa uu UN P iar 
Vadinasi, paraboliu viršūnės yra taškuose: 
„81, 12 ir „a. _5a? 
4” 8 2? 8 


Atstumą d tarp taškų (x,; yı) ir (xj; yə) apskaičiuosime pagal 


formule 
d= NES -x,) +(% -») . 


I ją įrašę paraboliu viršūnių koordinates, gauname 


2 2 2 4 2 
-fo a 1| = 154 
d= kj (5 J 4 16 +1. 


Kadangi turi būti d < > , turime nelygybe 


at 15o* 5, a 15a 1 4 RAA 
"T8 +11<163 "B 4 «09 4a 15a* -4 «0, 


Pažymėję a? =z >0, gauname kvadratinę nelygybę 42? - 152 - 
-4<0, kurios sprendinys yra „2 <z<4. Kadangi z>0, tai 
apibendrinę gauname nelygybę 0 «z «4. Vadinasi, turime 


l z<4 c2! «4c -2<a<2. 
Atsakymas. ae(-2; 2). A 


Pratimai 
4.51. Išspręskite nelygybes: 
1) x? +2x >6x-15; 2) x! -5x -4«0; 
3) x? -6x 49 «0; 4) x? -8x 41620; 
5) x*-2x+8>0; 6) x? *x 41«0; 
7) Bx* -9x+15|220; 8) |x? -5x|« 6; 
2 
9) 5x-20 «x? «8x; 10) 1425 698 o: 
"" x +1 
i 4.52 (VBE, pakartotinė sesija, 2002). Išspręskite nelygybiu 
kd 1 


3 — >2, 
sistema 3x-3 


4x? -9x-13<0. 
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4.53. Raskite funkcijų apibrėžimo sritį: 


ys «x48; 2) (VBE, 2003) y=— L: 
43 -2|x 
? -9x 42 x 1 
3) y =Å AT, 4) y= + i 
x+1 4x? -3x 42. y10+9x-x? 


2 2 
5) y= EOS i 63-45). 
We En B 


4.54 (VBE, 2003). Su kuriomis m reikšmėmis funkcija y = mx? - 
- 2mx +4 igyja tik teigiamas reik3mes? 


4.55. Su kuriomis m reikšmėmis funkcija 
y 2 4m - 1x? -2(m-Dx+3m-3 apibrėžta visoje aibėje R? 
4.56. Su kuriomis parametro a reikšmėmis, kad ir koks būtų 


2 e 
xeR, nelygybé at e -1 yra teisinga? 
x? +x : 
4.57. Su kuriomis A reikšmėmis nelygybė x +84+4 <2 yra 
x +x+1 


teisinga, kad ir koks būtų xeR, išskyrus tik vieną x reikšmę? 
4.58. Su kuria a reikšme atstumas tarp parabolių y=x2+ 


+ax E. ir y - 3x? +5ax (Io? viršūnių yra didesnis už "S ? 


4.11. INTERVALU METODAS 


Tarkime, kad daugianaris 


pm -1 
P, (x)= x* +ax"™ +... +a, +0, 


turi realiąsias šaknis x,, x, ..., x,. Tuomet šį daugianarj galima 
išskaidyti dauginamaisiais: 
P, (x) = (x -x (x — x)... (x -£n (£ - x). (19) 


Intervalų metodas remiasi svarbia daugianario savybe, kurią 
pateiksime be įrodymo: intervale, apribotame dviem gretimomis šak- 
nimis, daugianario ženklas yra pastovus. Todėl, norint sužinoti 
daugianario ženklą tam tikrame intervale, reikia išsiaiškinti, koks 
yra jo ženklas bet kuriame to intervalo taške. 

Skaičius x, x,, ..., x, atidedame ašyje didėjimo tvarka (4.9 pav.) 
ir išnagrinėjame, koks yra P,(x) ženklas kiekviename intervale. 
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Kai x>x,, visi (19) sandaugos dauginamieji yra teigiami, todėl 
P,(x)>0. Kai x, ,«x«x,, paskutinis (19) sandaugos dauginamasis 
yra neigiamas, o kiti teigiami. Vadinasi, P,(x)<0. Kai x, „<x< 
<x,- paskutinieji du (19) sandaugos dauginamieji yra neigiami, o 
kiti — teigiami, taigi P.(x)> 0. 

Intervalų metodą taikome taip: kraštiniame dešiniajame inter- 
vale rašome ženklą „+“, į kairę nuo jo — ženklą „-“, paskui „+“ 
ir t. t., kaitaliojame ženklus „+“ ir „—“. Tada nelygybės P.(x)> 0 
sprendiniai bus tie intervalai, kuriuose parašytas ženklas „+“, o ne- 
lygybės P,(x) «0 - tie intervalai, kuriuose parašytas ženklas „—“. 

1 pavyzdys. Išspręskime nelygybę (x? —9Ma? +2)(x +5) x 
x (x? - 8x - (x -2) < 0. 

Sprendimas. Pirmiausia abi nelygybés puses padalijame i3 
x?- 2; nelygybės ženklas nesikeičia, nes su visomis x reikšmėmis 
x*+2>0. Išskaidę reiškinius x?- 9, x? - 8x - 7 dauginamaisiais, gau- 
name nelygybę 

(x — 3 + 3(x + 5x — D(x-7)x-2) «0. 
Skaičių ašyje atidedame skaičius 3, -3, -5, 1, 7, 2 (4.10 pav.) ir 
parašome ženklus „+“ ir „—“. Nelygybės sprendiniai yra tie inter- 
valai, kuriuose parašytas ženklas „—“. 


VAYA N L = * 


-5 -3 0 1 7 
4.10 pav. 


Atsakymas. xe(-5; -3)U(1; 2)U (3; 7). A 


2 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 
(x? - 4x € 3)(x 2) (x-4)>0. 

Sprendimas. Kai x 2 2, tai (x - 2)? » 0, ir abi nelygybės puses ga- 
lima dalyti iš (x - 27. Kai x - 2, gauname neteisingą nelygybę 0 » 0, 
todėl x -2 nėra nelygybės sprendinys. 

Abi nelygybės puses padalije iš (x- 2)? ir išskaidę reiškinį x?- 
— 4x * 3 dauginamaisiais, gauname: 

(x - (x - 3 (x - 4)» 0, 
y +2. 


87 


Skaičių ašyje atidedame skaičius 1, 3, 4 (4.11 pav.) ir interva- 
luose parašome ženklus. Sprendiniai yra tie intervalai, kuriuose 
parašytas ženklas „+“. Nepamirškime, kad iš intervalo (1; 3) reikia 
išmesti tašką 2. 

Atsakymas. xe (1; 2U( 2; 3)U(4; +œ). A 


x-2 2x-3 
x+2 4x-1 


3 pavyzdys. Raskime funkcijos y - 


mo sritį D (y). 

Sprendimas. Funkcija apibrėžta su tomis x reikšmėmis, su ku- 
riomis pošaknis yra neneigiamas ir trupmeny vardikliai nelygūs 
nuliui. Todėl 


apibrėži- 


Pertvarkę pirmąją nelygybę, gauname: 
(x - Dx - 4) >0 
(x+2XM4x-1) ' 
xz-2, 
1 


HZ, 
ió” 


Padaugine abi pirmosios nelygybės puses iš teigiamo reiškinio 
((x 4 2)(4x -1)?, gauname sistema 


1 
(x -1x — 4Yx +2)(4x 1) 2 0, De ee (s- 1): k 


xz-2, arba 4x *-2, 


ssi, xt 


Jeigu nebūtų nurodyta, kad x -2ir x + > atsakyma (4.12 pav.) 
gautume tokį: xe(-o; -2]U E 1 Jura: *o). Kadangi xe -2 ir 


xz T tai šie intervalų galai patiems intervalams nepriklauso. 


YT, 


i ^ -2 1 1 4 
a 4.12 pav. 
* Atsakymas. D(y) =(-o0; ay Jura; +0). A 
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* Pratimai 


4.59. Išspręskite nelygybes: 
1) (x? -x-6Xx-5)<0; 2) (x-D*(x-3M3x-6-x?2)<0; 
3) (8x -15-x? )2x -2)Yx-4Y 50; 


4) (VBE, pakartotinė sesija, 2001) 'x-1+-_ 550; 
x? -3x +1 x-1 Ei 
1 AR E 
5) x?-1 VN 6) x -1 423 
2 7 x- A x-5 
7 <l; 8) 2- x-5, 
e 8-5 i 
x*+2x-63  „. 1 2 a. 
€ x? -8x+7 di 10) sil x8 x4! 
nj-9. $. 7 E ! 1 x x . 
xil x42 2-1” x? +3x+2 x*!47x412' 
x-1 1 1 
13) 242 tx-8» 03! 14) l| <z; 
2 
15) x -9x*6 y. 
|x| +7 
4.60. Raskite funkcijų apibrėžimo sritį: 
2x41 x4 _ 3-3x | 
Dye Ash! 2 yq A -u 7 


4.12. IRACIONALIOSIOS NELYGYBES 


Iracionaliosios nelygybės dažniausiai sprendžiamos pertvarkant 


jas į racionaliąsias nelygybes. Paprastai abi nelygybės pusės kelia- 
mos tam tikru laipsniu. Bet čia, kaip jau minėjome, reikia būti at- 
sargiems, antraip galime gauti neekvivalenčią nelygybę. Štai, pa- 
vyzdžiui, neabejotinai 


a>boa>b?, kai a>0, b>0. 
Bet tuomet, kai a ir b yra skirtingų ženklų, tai iš a >b gali 


išplaukti ir a?« b? (pavyzdžiui, 3> - 5, bet 9< 25). 


Sprendžiant iracionaliąsias nelygybes, pirmiausia reikia nusta- 


tyti tas x reikšmes, su kuriomis abi nelygybės pusės turi prasmę. 


| 


1 pavyzdys. Išspręskime nelygybę dx >-1. M 7 
Sprendimas. Nelygybė turi prasmę, kai x 2 0. Kairioji nelygybės 


pusė, kaip aritmetinė šaknis, visada neneigiama, o dešinioji 
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neigiama. Todėl šiai nelygybei tinka visos x reikšmės, su kuriomis 
nelygybė turi prasmę. 
Atsakymas. xe[0; +00). A 


2 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 4x42» x. 

Sprendimas. Galimos kintamojo x reikšmės nustatomos iš sąly- 
gos x - 220, t. y. x2 —2. Kairioji nelygybės pusė visada neneigiama, 
o dešinioji gali būti ir teigiama, ir neigiama, todėl iš karto kelti abi 
nelygybės puses kvadratu negalima. 

Tarkime, kad x20. Dabar galime abi nelygybės puses kelti 
kvadratu. Turime 

x+2>x?. (20) 


Prijunge galimas x reikšmes, gauname nelygybiu sistema 
x+2>x?, 
x20, (21) 
x+2>0, 


x+2>x, 


kuri ekvivalenti sistemai 
x>0; 


x20, 

Atkreipiame dėmesį į tai, kad (21) sistemoje galima ir nerašyti 
nelygybės x+2>0, nes ji tiesiog išplaukia iš (20) nelygybės: kadan- 
gi x220, tai ir x+2>0. 

Dabar tarkime, kad x «0. Kadangi dar turi būti x» -2, tai 
-2<x<0. Su tokiomis x reikšmėmis kairioji nelygybės pusė yra 
neneigiama, o dešinioji neigiama, todėl nelygybė teisinga. Vadinasi, 
šis intervalas ir yra nelygybės sprendinių aibė, kai x «0. Sujunge 
ankstesnį atsakymą xe[0; 2) su dabar gautu, turime xel - 2; 2). 

Atsakymas. xe[-2; 2). A 


3 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 4x? -3x-10 -x+2< 0. 
Sprendimas. Galimas kintamojo x reikšmes nustatome iš sąly- 
gos x?-3x-10>0. Toliau sprendžiamoje nelygybėje atskiriame 


šaknį: 
4x? -3x -10 < x-2. 
Kairioji nelygybės pusė yra neneigiama, todėl ši nelygybė turės 
prasmę tik tada, kai ir dešinioji nelygybės pusė bus teigiama 
(x-2=0 būti negali, nes su x=2 trinaris x? - 3x - 10 < 0). 
Kai x-2>0, abi nelygybės puses galima kelti kvadratu. Todėl 
duotoji nelygybė ekvivalenti tokiai nelygybių sistemai: 


iš čia " dido, t. y. xe[0; 2). 
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x? -3x -10 2 0, 
x-2>0, 
x? -3x-10<(x-2). 
Išsprendę šias nelygybes, gauname: 
x<-2 arba x25, 
x>2, 
x<14. 
Atsakymas. xe[5; 14). A 
Sprendžiant iracionaliąsias nelygybes, kartais tikslinga šaknį 
pažymėti nauju kintamuoju. 
4 pavyzdys. Išspręskime nelygybę x? +Vx? -3x+5 >3x+7. 
Sprendimas. Pertvarkome nelygybę: La -8x+ 5) + 


+vx* -3x+5-12 >0. Ji turi prasmę su visais xeR, nes x? - 3x+5>0 
kad ir koks būtų xeR (šio trinario diskriminantas yra neigiamas). 
Reiškinį Vx? -3x +5 pažymėję raide z » 0, gauname: 

22+2-10>0; 
iš čia z» 3 arba z< - 4. Prijunge z » 0, turime z>3. Todėl 


4x? -3x 4 5 >3. 


Pakėlę abi šios nelygybės puses kvadratu ir pertvarke, gauname 
kvadratinę nelygybę 
x?-3x-4>0. 
Jos sprendiniai x< - 1 arba x>4. 
Atsakymas. xe(-o; -1)U(4; +œ). A 


5 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 4x *6-42x—-5 » 4x41. 
Sprendimas. Pirmiausia nustatome, jog nelygybé turi prasme, 
kai x 22,5. Perrašome nelygybę taip: 


4x *6»4x-lJ2x-5. 


Kadangi abi nelygybés pusés yra neneigiamos, keliame kvadratu: 


x46»x1424(x-1(2x 5) -2x -5, arba J(x - (2x —5) <5-x. 


Jeigu abi nelygybės puses keltume kvadratu, neįsigilinę, kada taip 
galima daryti, tai suklystume. Iš tiesų ši nelygybė turi prasmę tik 
tuomet, kai 5-x 20, nes jos kairioji pusė yra neneigiama. Tardami, 
kad x<5, galime abi puses kelti kvadratu: 


(a+ DQx-5)< (5-4; 
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iš čia 

x? +7x -30<0. 

Taigi duotoji nelygybė ekvivalenti tokiai nelygybių sistemai: 
x 22,5, 
x<5, 
x?+7x-30<0. 

Ją išsprendę, gauname 2,5<x<3. 

Atsakymas. xe[2,5; 3). A 


Pratimai 
4.61. Išspręskite nelygybes: 


1) 49x -20 <x; 2) J4-3x >x; 
3) 4x *6«x-6; 4) Jx+7>2x-1; 
4 
5) -42-x«2; 6) Vx? -4x » x -3; 
42-x 


7) Nx? -3x -10 «8-x; 8) J-x? «4x -3 « x -2; 
9) (x? «x«1)/3-2x 20; 10) (x? 6x £13)/8 «2x - x? <0; 
11) (x-3Nx? -x-220; 12) (x - 2x? -2x -3 <0; 


13) Jx «1» 4x-1; 14) x? «5x -4— 54x? - 5x +28 20; 
m / E | 94.2 
15) EM LI A T 16) 417-15x-2x q 
J4x? — 19x +12 x+3 


4.62. Išspręskite nelygybes: 
1) Vx-2-Jx-3>-dx-5; 
2) Jx £6 » Ax 41 42x-4; 
3) Vx+3 «dx -144x-2. 


PROGRESIJOS 


5.1. ARITMETINÉ PROGRESIJA 


Tarkime, kad kiekvieną natūralųjį skaičių atitinka tam tikras 
realusis skaičius. Skaičių 1 atitinka skaičius a,, skaičių 2 — skai- 
čius a,, skaičių 3 — skaičius az, ..., skaičių n — skaičius a, ir t. t. 
Tuomet sakoma, kad apibrėžta skaičių seka 

055 055 A 05 ee; 
kurią žymėsime simboliu (o,). 

Apibrėžimas. Aritmetine progresija vadinama skaičių seka, 
kurios kiekvienas narys, pradedant antruoju, lygus prieš Jį esančio 
nario ir to paties skaičiaus sumai. 

Sis pastovus skaičius vadinamas aritmetinės progresijos skir- 
tumu ir žymimas raide d. 

Vadinasi, jei a,, a,, a4, ..., Q,, ... yra aritmetinės progresijos na- 
riai, tai, pagal apibrėžimą, 

d=a,-a, =0¿-0,=...=0, GM, y =0,, 170, = 

Norėdami pažymėti, kad seka (a,) yra aritmetinė progresija, ją 
rašome taip: 

*0,,05, 03, 0.0, Apy «+. 

Nagrinédami aritmetine progresija, kartais apsiribojame keliais 
jos pirmaisiais nariais. Sakoma, kad jie sudaro baigtine aritmetine 
progresija. 

Norint nusakyti aritmetine progresija, pakanka Zinoti jos pir- 
maji narį a, ir skirtumą d. Pavyzdžiui, kai a,=3, d=2, turime 
progresiją 

+8, 5, 7, 9, 11, ... 
Aritmetinés progresijos n-tasis narys išreiškiamas formule 
a, -a, *(n- Dd, (1) 
o jos n pirmųjų narių suma - formulėmis: 
+ 
S, = (a, +a,Jn (2) 
2 
2a, +d(n -1 
de a, = B (3) 
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Kai d » 0, aritmetinė progresija yra didėjančioji, kai d «0 - ma- 
žėjančioji. 

Jei a, ,, ū,, ū,,, — trys vienas po kito einantys aritmetinės pro- 
gresijos nariai, tai, pagal apibrėžimą, 

a, TA. = Qni a, ; 
iš čia 
Qr-1 s OQ, 
a, = TB - . (4) 

Vadinasi, bet kuris baigtinés aritmetinés progresijos narys, iá- 
skyrus pirmąjį, yra lygus šalia jo esančių narių aritmetiniam vi- 
durkiui. 


Teisingas ir atvirkščias teiginys: jei skaičiai a, ,, a,, a,,, tenki- 
na (4) sąlygą, tai jie sudaro baigtinę aritmetinę progresiją. 

Abu šiuos teiginius - tiesioginį ir atvirkštinį — galima sufor- 
muluoti taip: seka yra aritmetinė progresija tada ir tik tada, kai 
kiekvienas jos narys, išskyrus pirmąjį (ir paskutinį, kai progresija 
yra baigtinė), lygus gretimų narių aritmetiniam vidurkiui. 

Taip suformuluota ši aritmetinės progresijos savybė vadinama 
jos charakteringąja savybe. 

Baigtinė aritmetinė progresija pasižymi dar viena savybe: vie- 
nodai nutolusių nuo jos pradžios ir galo narių sumos yra lygios. Iš 
tikrųjų, 

a, ta, =a, +a, +d(n-1) -2a, * d(n -1), 
a, +a, =Q, +d+a, +d(n-2)=2a, +d(n-1) ir t. t. 

Atvirkščias teiginys gali būti ir klaidingas. Pavyzdžiui, skaičiai 
7, 8, 12, 13 turi šią savybę, bet aritmetinės progresijos nariai nėra. 


"S 1 pavyzdys. Bėgikas per pirmąją minutę nubėgo 350 m, 
o per kiekvieną kitą minutę - 5 m mažiau. Kokį atstumą jis nu- 
bėgo per 1 valandą? 

Sprendimas. Per pirmąją minutę jis nubėgo 350 m, per antrąją 
— 845 m, per trečiąją — 340 m ir t. t. Skaičiai 350, 345, 340, ... 
sudaro aritmetinę progresiją, kurios pirmasis narys a, = 350, o skir- 
tumas d= —5. Bėgiko įveiktas per 1 h=60 min kelias yra lygus šios 
progresijos 60 narių sumai, kurią apskaičiuojame pagal (3) formulę. 
Taigi 


Atsakymas. Per 1 valandą bėgikas nubėgo 12 km 150 m. A 


2 pavyzdys. Aritmetinės progresijos trečiasis narys lygus 
— 13, septintasis narys lygus 3. Kiek progresijos narių reikia pa- 
rinkti, kad jos suma būtų mažiausia? 
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Sprendimas. Zinome, kad a,= -13 ir a,=3. Pritaikę (1) formu- 

lę, gauname lygčių sistemą 
Iš +2d =-13, 
a, +6d =3; 

iš čia a,= - 21, d=4. 

Kadangi progresija yra didėjančioji, o pirmasis narys neigia- 
mas, tai jos suma S, mažės tol, kol jos dėmenys a,=a,+d(n-1)= 
=-21+4(n-1) bus neigiami, taigi -21+4(n-1)<0=>4n < 25 > 


1 15 "E" TC ; 
>n <67. Vadinasi, mažiausia S, reikšmė gaunama, kai n=6. A 


3 pavyzdys. Aritmetinés progresijos antrojo ir septintojo na- 
riu suma lygi 34, o ju kvadratų skirtumas lygus -680. Raskime 
aritmetine progresija. 

a, +a; — 34, 
a; —a? = —680. 

Vietoj a, ir a, įrašę jų išraiškas a,=a,+d ir a,=a, + 6d, gauna- 
me dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais a, ir d sistemą 

2a, +7d =34, 
a; +2a,d +d? — (a? +12a,d +36d* ) = -680. 
Ja sprendZiame: 
2a, +7d =34, 2a, +7d =34, 2a, +7d =34, 
-10a,d -35d* = -680 2a,d+7d* =136 d(2a, +7d) =136. 

Iš antros lygties gauname d-34= 136, taigi d=4. Tuomet a,=3. 

Atsakymas. +3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, .. A 

Siūlome patiems išspręsti šio pavyzdžio sistemą pritaikius 
formule až —a? =(a,+a,)a,-a;)=34(a,—a,). 


Sprendimas. Pagal uždavinio sąlygą turime l 


4 pavyzdys. Įrodykime, kad skaičiai 


1 1 ir 
V5 +47 JB +47 


1 : . - 
—— — = sudaro aritmetinę progresija. 
43 +45 

Sprendimas. Remsimės charakteringaja aritmetinės progresi- 
jos savybe. Vadinasi, norėdami įrodyti, kad trys duotieji skaičiai 

1 
1 1 ER 

ir aritmetinis vidurkis. 
B+ o 43445 


sudaro aritmetine progresija, turime įsitikinti, kad skaičius 


yra kitų dviejų skaičių 
Apskaičiuokime: 


2- - 95 


Pertvarkome toliau: 


dida (7-8) (7 +43) 7-8 _ 2 


2 a) ATB) ef 


Gavome, kad 


ES AP MM 
1 5-4 483445. 
JT + 43 2 


X: ve xus - 1 — 
Si lygybė ir reiškia, kad skaičius ———.- yra skaičių 
V3 +47 


1 
; V5 7 
ir ——— aritmetinis vidurkis, todėl trys duotieji skaičiai sudaro 
43 + 45 
aritmetinę progresiją. A 


5 pavyzdys. Vienoje gatvės pusėje stovinčių namų numeriai 
yra vienas po kito einantys nelyginiai skaičiai. Tarp dviejų sankry- 
žų esančių namų numerių suma lygi 133. Raskime šiuos numerius 
ir namų skaičių. 

Sprendimas. Tarkime, kad tarp dviejų sankryžų vienoje gatvės 
pusėje yra k namų, o pirmojo namo numeris, kaip nelyginis skai- 
čius, yra 2n+1. Tuomet antrojo namo numeris bus 2n +3, trečio- 
jo — 2n+5,..., paskutiniojo - 2n+(24—1). Namų numeriai sudaro 
aritmetine progresiją, kurios a, =2n +1, a, =2n+(2k-1). 

Namų numerių sumą apskaičiuojame taikydami (2) formulę. 
Pagal sąlygą, 


(a +a)k as, @n+1+2n+(2k-D)k ies 
2 2 
An +2k)k 
ES, (2n + k)k = 133. 


Kadangi 133 dalijasi tik iš 7 ir 19, t. y. 133- 7.19, tai 
2n+k=7, 2n+k=19, 
arba 
k=19 k=7. 
Iš pirmosios sistemos gauname 2n = —12, n= -6. Tačiau taip 
būti negali, nes n 20. Iš antrosios sistemos randame 2n - 12, n=6. 


Vadinasi, yra 7 namai, o jų numeriai — 13, 15, 17, 19, 21, 
23, 25. A 
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= Pratimai 


5.1 (VBE, 1999). Jei sekos n-tasis narys a,=2n-1, tai 
Sao =a +a +a; +... + 0,97 


A 400; B 600; C 800; D 900; E 20n - 10. 


5.2. Aritmetinés progresijos a,= 13 ir a¿= - 7. Kiek narių reikia 
parinkti, kad jų suma būtų didžiausia? Raskite šią sumą. 

5.3. Raskite aritmetine progresiją, kurios pirmuju šešių narių 
suma yra 5 kartus didesnė už paskesniu 6 narių sumą. Žinoma, kad 
progresijos pirmasis narys lygus 100. 

5.4. Trys skaičiai, kurių suma lygi 21, sudaro aritmetinę pro- 
gresija. Dviejų pirmuju skaičių suma sutinka su dviejų paskutinių- 
jų skaičių suma kaip 3:4. Raskite tuos skaičius. 

5.5. Raskite aritmetine progresiją, kurios pirmuju trijų narių 
suma lygi 27, o tų pačių narių kvadratų suma lygi 275. 

5.6. Aritmetinės progresijos antrojo ir dvidešimtojo nario suma 


lygi 10, o šių narių sandauga lygi 2347. Raskite šios progresijos 


pirmųjų 16 narių sumą. 

5.7. Raskite didėjančiosios aritmetinės progresijos dvidešimtąjį 

narį, jeigu 
ayas=52 ir a,+03+0,+0,=34. 

5.8. Vienoje gatvės pusėje stovinčių namų numeriai yra vienas 
po kito einantys lyginiai skaičiai. Tarp dviejų sankryžų esančių na- 
mų numerių suma lygi 114. Raskite šiuos numerius ir namų skaičių. 

5.9. Per pirmąją sekundę kūnas tuštumoje laisvai nukrenta 
4,9 m, o per kiekvieną sekančią sekundę - 9,8 m daugiau. Kokį 
kelią jis nueina per 10 s? Kokį kelią įveikia per dešimtąją sekundę? 
Kiek sekundžių kūnas kris iš 4410 m aukščio? 

5.10. Du kūnai laisvai krenta į žemę. Pirmasis jų nukrito 3 s 
anksčiau už antrąjį. Per pirmąją sekundę kūnas nukrenta 4,9 m, 
o per kiekvieną paskesnę sekundę jo greitis padidėja 9,8 m. Po kelių 
sekundžių atstumas tarp kūnų buvo lygus 1 km? (Atsakymą patei- 
kite 0,1 s tikslumu.) 

5.11. Iš Alksnynės į Bebrūnus, tarp kurių atstumas lygus 
10 km, skirtingu laiku išėjo pėsčiasis, išjojo raitelis ir išvažiavo dvi- 
ratininkas. Žinoma, kad jų greičiai yra pastovūs ir išvardyta eilės 
tvarka sudaro aritmetinę progresiją. Pirmasis iš Alksnynės išėjo 
pėsčiasis. Pusiaukelyje jį aplenkė dviratininkas, išvažiavęs iš Alks- 
nynės 50 min vėliau negu išėjo pėsčiasis. Į Bebrūnus pėsčiasis atėjo 
tuo pat metu, kai atjojo raitelis, kuris iš Alksnynės išjojo 1 h 15 min 
vėliau, negu išėjo pėsčiasis. Raskite visų trijų keleivių greitį. 
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5.2. GEOMETRINĖ PROGRESIJA 


Apibrėžimas. Geometrine progresija vadinama skaičių se- 
ka, kurios pirmasis narys nelygus nuliui, o kiekvienas narys, pra- 
dedant antruoju, yra lygus prieš jį esančiam nariui, padaugintam 
iš to paties, nelygaus nuliui, skaičiaus. 

Šis pastovus skaičius vadinamas geometrinės progresijos var- 
dikliu ir žymimas raide g. 

Vadinasi, jei b,, b,, bz, ..., b,,... yra geometrinės progresijos na- 
riai, tai, pagal apibrėžimą, 


q = b, : b, = b; : b, =... = b, :b,,=... 
Geometrinę progresiją žymime taip: 
&b,, Bas Das ..., b,, ... 


Kaip ir aritmetine progresija, geometriné progresija gali büti ir 
begalinė, ir baigtinė. 

Norint apibūdinti geometrinę progresiją, pakanka žinoti jos pir- 
mąjį narį b, ir vardiklį g. Pavyzdžiui, kai b,=4, q=2, tai turime 
progresiją 

= 4, 8, 16, 32, 64, ... 


Geometrinės progresijos n-tasis narys išreiškiamas formule 


b,=b,g""", (5) 
o jos n pirmųjų narių suma - formulėmis: 
s, = 29%, (6) 
q-1 
b,(q" -D 
= . 7 
S, di (q € 1) (7) 


Geometrinė progresija yra didėjanti, kai q > 1, ir mažėjanti, kai 
0«q«1. 

Jei b, ,, bp» b,,, — trys vienas po kito einantys geometrinės pro- 
gresijos teigiamieji nariai, tai, remdamiesi apibrėžimu, gauname: 


Ar. „Šia. 
ba b? 
b, = Jrs ba. (8) 


Vadinasi, bet kuris baigtinés geometrinés progresijos, kurios na- 
riai yra teigiamieji skaičiai, narys lygus šalia jo esančių narių geo- 
metriniam vidurkiui. 

Teisingas ir atvirkščias teiginys: jei teigiamieji skaičiai b, ,, 
b„,b,,, tenkina (8) sąlygą, tai jie sudaro geometrinę progresiją. 
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Apjunge abu šiuos teiginius, galime suformuluoti charakte- 
ringąją geometrinės progresijos savybę: seka su teigiamaisiais na- 
riais yra geometrinė progresija tada ir tik tada, kai bet kuris jos 
narys, išskyrus pirmąjį (ir paskutinį, kai progresija yra baigtinė), 
yra lygus gretimų narių geometriniam vidurkiui. 

Baigtinė geometrinė progresija turi dar ir tokią savybę: vieno- 
dai nutolusių nuo jos pradžios ir galo narių sandaugos yra lygios. 
Iš tikrųjų 

b, b, =b, bg" =bjq"”, 
b,-b, =bg bg"? =biq"” . 


1 pavyzdys. Raskime geometrinę progresija, jei jos ketvirta- 
sis narys lygus 16, o penktojo ir šeštojo narių suma lygi 320. 


b, =16, 
Sprendimas. Pagal sąlygą 4 +b, = 320. 
Pritaikę (5) formulę, gauname sistemą 
bg? =16, bq? =16, 
a +b,q* = 320 Ee + q) =320. 
Antrąją lygtį padalije panariui iš pirmosios (b, + 0, q + 0), turime 


ka Ura 920 (14g) 20 o qi q-2020; 
bg? 16 


iš čia q,= -5, q,- 4. Tuomet iš lygties b,q*=16 randame b, = E 
arba b, = — -i. Taigi gauname dvi progresijas: 
„__16 , 16, B i5 due 400: 
*-ios! 25 p? 16; —80; 400; ... 
n 1; 4; 16; 64; 256; ... A 


2 pavyzdys. Raskime 7-tąjį geometrinės progresijos narį, 
jeigu b,=3, b„=96, S,= 189. 
Sprendimas. Pritaikę (6) formulę, turime 
96q - 3 
-1 


=189 > 32q -1=63(q-1); 


iš čia 31g =62, todėl q =2. 

Vadinasi, 

b,=b,g?=3-29=192. A 

3 pavyzdys (VBE, pakartotinė sesija, 2001). Keturi tei- 
giamieji skaičiai sudaro geometrinę progresiją. Raskime šiuos skai- 
šius, jei 5b -$ ir bh, =Í 

: uiia 81' 
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Sprendimas. Pritaike (5) formule, gauname lygčių sistema: 


b, -b,q? =$, b? s =$» 
m 4 

Hit "E 3 

bg b,q 81 bj 81' 


Antrąją lygtį padalije panariui iš pirmosios (b, 2 0, q +0), turi- 
me q? ZI iš čia q -i nes q »0. Tuomet i$ pirmosios lygties — 


2 
, b, = TE A 
4 pavyzdys (Bandomasis egzaminas, 1998). Iš 2,56 m 
aukščio paleistas kamuoliukas, atšokdamas nuo pagrindo, kaskart 
netenka 25% prieš tai buvusio aukščio. 
1. Į kokį aukštį kamuoliukas pakils, atšokęs nuo pagrindo pir- 
mąjį kartą? 
2. Į kokį aukštį kamuoliukas pakils, atšokęs nuo pagrindo 
n-tąjį kartą? 
3. Kelintą kartą, atšokęs nuo pagrindo, kamuoliukas pakils 
į 81 cm aukštį? 


b,=2, nes b,>0. Vadinasi, b, = 5, b, = 


Sprendimas. 1. Kadangi skaičiaus 2,56 25% lygūs 
2,56 -0,25 = 0,64, 
tai kamuoliukas, atšokęs nuo pagrindo pirmajį kartą, pakils į aukš- 
ti, lygų 
2,56 - 2,56 - 0,25 = 2,56 - 0,64 = 1,92 (m). 
2. Gavome, kad, atšokęs nuo pagrindo pirmąjį kartą, kamuoliu- 
kas pakilo į aukštį, lygų 


2,56| 1-1 |-2,56.3 :. 
Atšokęs nuo pagrindo Antraji bė jis neteko tokio aukščio: 
2,56. > 0,25 = 2,56.5 S x 7 m, 


todėl pakilo į aukštį, $ 


ES 
TM NA e kad, atšokęs nuo pagrindo trečiąjį 
3 


2 
2.56. 2-2, 56. > 12256. aii? 56 - IIT 


karta, jis pakiltų į aukštį, lygų 2,56 - BH , 0 atšokęs n-tąjį karta, — 
į aukštį, lygų 2,56 el l 
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3. Atsakymą į šį klausimą gausime, išsprendę lygtį 


3Y 81 3Y_ 81. 
256 (1) 100” (1)  256' 


iš čia n-4. A 


1 mai 

5.12. Geometrinės progresijos pirmojo ir penktojo nario suma 
lygi 51, o antrojo ir šeštojo nario suma lygi 102. Su kuria n reikšme 
jos suma S,= 3069? 

5.13. Raskite didėjančiosios geometrinės progresijos narių skai- 
čių n, jeigu jos pirmųjų trijų narių sandauga lygi 8, tų pačių trijų 
narių kvadratų suma lygi 21, o narių suma, pradedant penktuoju ir 
baigiant n-tuoju nariu, lygi 1008. 

5.14. Raskite keturis skaičius, sudarančius geometrinę progre- 
siją, jeigu pirmasis skaičius yra 36 vienetais didesnis už antrąjį, 
o trečiasis — 4 vienetais didesnis už ketvirtąjį. 

5.15. Trijų gretimų geometrinės progresijos narių suma lygi 62, 
o jų dešimtainių logaritmų suma lygi 3. Raskite šios progresijos 
narius. 

5.16. Raskite tris teigiamuosius skaičius, sudarančius geomet- 
rine progresiją, jeigu ju suma lygi 21, o atvirkščių jiems skaičių 
suma lygi IDE 

5.17. Skaičių 195 padalykite į tris dalis taip, kad gautieji skai- 
čiai sudarytų geometrinę progresiją, o jos pirmasis narys būtų ma- 
žesnis už trečiąjį 120 vienetų. 

5.18 (Bandomasis egzaminas, 1998). Iš 6,25 m aukščio pa- 
leistas kamuoliukas, atšokdamas nuo pagrindo, kaskart netenka 
40% prieš tai buvusio aukščio. 

1. Į kokį aukštį pakils kamuoliukas, atšokęs nuo pagrindo pir- 

mąjį kartą? 

2. Į kokį aukštį pakils kamuoliukas, atšokęs nuo pagrindo 

n-tąjį kartą? 

3. Kelintą kartą, atšokęs nuo pagrindo, kamuoliukas pakils tik 

į 81 cm aukštį? 
5.19. Įrodykite, kad 11 ... 1 55 ... 56=33 ... 347. 
E 


TA A 
k k-1 k-1 


5.3. NYKSTAMOJI GEOMETRINĖ PROGRESIJA 


Tarkime, kad geometrinė progresija = b,,b,,..., b,,... yra bega- 
linė, o jos vardiklis g yra toks, jog |g| <1. Tokia progresija vadina- 
ma nykstamąja geometrine progresija. 
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Sios progresijos pirmuju n nariu suma S,=b,+b,+...+b, ap- 
skaiéiuojama pagal (7) formule 


Raskime sumos S, ribą, kai n neaprėžtai didėja, turėdami gal- 
voje, kad tuomet q"0, nes |g|<1. 


Vadinasi, 
x " b, (q" - 1) b, 
Eus me Cup Ma 
b, 
ume ac 


Si riba vadinama nykstamosios geometrinés progresijos suma 
ir zymima S. Vadinasi, 


4 1 pavyzdys. Nykstamosios geometrinės progresijos suma ly- 
gi 4,5, o jos narių kvadratų suma lygi 10,125. Parašykime šią pro- 
gresiją. 

Sprendimas. Pažymėkime duotaja progresiją taip: = b,, b,, b,, ... 


Pagal sąlygą, D =4,5. 


Seka, sudaryta i$ duotosios progresijos nariu kvadratu, irgi yra 
nykstamoji geometriné progresija, kurios pirmasis narys lygus bf, 


; 710,125. 


o vardiklis — q?. Vadinasi, pagal sąlygą, iS 
Iš pirmosios lygties turime 5,- 4,5(1- q). Šią išraišką įrašę 
į antrąją lygtį, gauname 
4,5*(1- gy 
1-q? 
Suprastine E: 1-920 (qz 1), turime 


sla- -9-Ha«g e2- 2 =1+q. 


=10,125. 


Pastarosios lygties sprendinys q = M . Todel b, = 2(1-5)- 3. 
agas Lodo des 
Atsakymas. +3; 1; 35937: A 


* 2 pavyzdys. Išspręskime lygtį log, x +logj x + log% x+... == 
kai 1«x«8. 
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Sprendimas. Kai 1<x<8, tai 0O<log¿x<1. Todėl kairioji lygties 
pusé yra nykstamosios geometrinés progresijos, kurios pirmasis na- 
rys b,-log,x ir vardiklis q - log, x, suma. Taigi gauname lygtį 


lg,x 1. 


l-loggx 2” 
1 
iš čia log x =>, taigi x85 =Y8=2. A 


Toliau, šiek tiek pakeitę formuluotę, išspręsime uždavinį, kuris 
buvo 2001 m. VBE užduotyje. 


¿ 3 pavyzdys. Jurgita kiekvieną šeštadienį patręšia kambari- 
nę gėlę 10 g biotrąšų. Yra žinoma, kad trąšų kiekis vazone per 
savaitę sumažėja 25%. 
ta biotrasomis. Parašykime formule, pagal LŽ būtų cian 
apskaičiuoti trąšų kiekį vazone po kiekvieno tręšimo, bei formule, 
pagal kurią būtų galima apskaičiuoti, kiek trąšų liko vazone iki 
kito tręšimo. 

2. Biotrąšos veikia efektyviai tik tada, kai jų kiekis vazone iki 
kito tręšimo visą laiką yra didesnis negu 20 g. Apskaičiuokime, po 
kelių tokių tręšimų trąšos ims efektyviai veikti gėlę visą laiką. 

3. Kai biotrąšų kiekis viršija 50 g, gėlė ima džiūti dėl per dide- 
lio trąšų kiekio. _Nustatykime, ar Jurgita ir toliau gali pastoviai 


Sprendimas. Pažymėkime: A, — trąšų kiekis viront po 
n-tojo tręšimo, B, — likęs trąšų kiekis vazonelyje iki n-tojo tręšimo. 
Taigi A,=10 g, B,=0. 

1. Kadangi trąšų kiekis per savaitę sumažėja ketvirtadaliu, tai 
iki naujo tręšimo vazone lieka rą trąšų kiekio, kuris buvo ką tik 
patręšus gėlę. Vadinasi, 


B, - 2.10, da 


Ž.10+10= 10(1+4). 


Prabėgus savaitei, trąšų lieka 2 As todel 


s «(3i (]) 
sesė (ro) 


Analogiškai gautume, kad 


e) er) 


Apibendrindami galime parašyti, kad 


anG GG] ) 
A, (ds (e. (2] | 


2 n-1 
Reiškinys : * f ) +... + (4) yra geometrinés progresijos, 


4 4 
3 3 8 131 gy” 
kurios b, EP ir q rt suma; reiskinys rur) EH MB 
yra geometrinės progresijos, kurios b, =1 ir g= <, suma 


4" 
Pritaike (6) formule, gauname 


G] 44 a 
AMA] 4 4d a alt N RT 
B, 2103— 10-7. -30 h BH | 


2. Pagal sąlygą turi būti B, » 20, taigi 


3 n-1 3 n-1 9 3 n-1 1 
v[-(1) p») (i) «3: 
Kai n=1, 2, 3, 4, gauname neteisingas nelygybes: 4 <5 
8.1 (TL f9y.1 
4 3" (4 3' (4 3 S 


Ir tik kai n =5, gauname nelygybę al <3> kuri yra teisinga. 
Vadinasi, trąšos pradeda efektyviai veikti po 4-ojo tręšimo. 

3. Pagal sąlygą turi būti A, « 50, taigi [-(1) ) 50. 

Taip yra iš tikruju, nea 40| 1 1 <40-1=40<50. 

Taigi Jurgita gali ir toliau tręšti gėlę pasirinktu būdu. 

Šią uždavinio dalį galima išspręsti ir kitaip, panaudojant nyks- 


tamąją geometrinę progresiją. Tarkime, kad Jurgita pasirinktu 
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būdu tręšia gėlę kiekvieną šeštadienį. Tuomet trąšų kiekis po be 
galo daug tręšimų bus išreiškiamas nykstamosios geometrinės pro- 
gresijos suma 


3 (31 ay” = 1 
tis «(i e spo E > <50. 
4 


Vadinasi, kiek kartu Jurgita pasirinktu büdu betre&tu gele, nie- 
kada trąšų kiekis neviršys 50 g. A 


Pratimai 
5.20. Nykstamosios geometrinės progresijos pirmasis narys yra 
4, o jos suma lygi 102. Parašykite šią progresija. 


5.21. Raskite nykstamosios geometrinės progresijos, kurios na- 
riai yra teigiamieji skaičiai, penktąjį narį, kai jos trečiojo ir ketvir- 
tojo narių suma lygi 12, o visų progresijos narių suma lygi 121,5. 

5.22. Nykstamosios geometrinės progresijos suma lygi 9, o jos 
narių kvadratų suma - 40,5. Parašykite šią progresiją. 

5.23. Nykstamosios geometrinės progresijos narių, kurių nu- 
meriai nelyginiai, suma lygi 36, o jos narių, kurių numeriai lygi- 
niai, suma lygi 12. Raskite šią progresiją. 

5.24. Koks turi būti nykstamosios geometrinės progresijos var- 
diklis, kad jos pirmųjų šešių narių suma būtų lygi i jos visu nariu 
sumos? 


5.25. Parašykite nykstamaja geometrinę progresija, kurios su- 
ma yra 2 kartus didesnė už n pirmųjų jos narių sumą. 


5.4. ĮVAIRŪS PROGRESIJŲ UŽDAVINIAI 


Išnagrinėsime kelis uždavinius, kuriuose kartu kalbama apie 
abi progresijas — aritmetinę ir geometrinę. Dažniausiai tokie užda- 
viniai sprendžiami panaudojant charakteringąją šių progresijų 
savybę. 


1 pavyzdys. Trys skaičiai sudaro geometrinę progresiją. Jei- 
gu antrąjį jos narį padidintume 8 vienetais, tai duotoji progresija 
taptų aritmetine, bet jei po to ir trečiąjį narį padidintume 64 vie- 
netais, ji vėl taptų geometrine progresija. Raskime šiuos skaičius. 

Sprendimas. Ieškomus skaičius, kurie sudaro geometrinę pro- 
gresiją, pažymėkime, kaip įprasta geometrinei progresijai, raidėmis 
b,, ba, b. Taigi, atsižvelgę į sąlygą, turime progresijas: 

=b,, ba, b3;  =+b,, b,+8, by zb, b,+8, b¿+64. 
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Pritaike aritmetinės progresijos ir geometrinės progresijos cha- 
rakteringąją savybę, gauname dvi lygtis 
b, +b, 


b, +8 = o 
(b, +8) =b, (b, +64). 
Įrašę į jas b,- b,q ir b¿=b,q? bei pertvarke, turime 


b,(1+97)=2(6,9+8), fb, (1«q* -29) -16, 
i e 
b (bj? +64) = (b,9+8)  |b?q? +64b, = big? +16b, q +64 


b,(1+q?-2q)=16, |b, (1+q? -2q)=16, 
e 
b, (64 — 163) = 64, b, (4- q)- 4. 
Pirmąją sistemos lygtį padalije panariui iš antrosios (b, + 0), tu- 
rime 


Dp 41451495 -20 16-44 57 439-1550. 


Iš čia q,=3, q= -5. Kadangi b, sgi gauname b,=4 arba 
b, =$. Vadinasi, yra du uždavinio sąlygą tenkinantys skaičių 


trejetai: 4 996 100 
24; 12; 36 ir +5; -—; ——. A 
9 9' 9 

2 pavyzdys. Trys nelygūs nuliui skaičiai sudaro aritmetine 
progresiją, o jų kvadratai, surašyti ta pačia tvarka, sudaro geomet- 
rinę progresiją. Raskime visus galimus šios progresijos vardiklius. 

Sprendimas. Pagal sąlygą turime dvi progresijas: 

=4,, Qp, Ag ir až, aż, al. 


Ieškomasis geometrinės progresijos vardiklis 
¿-% (2) 
a la] 
Įrašę į šią lygybę a,=a,+d, gauname 
2 2 
= ka — l + 4 " 
a, a; 
d - ue 
Vadinasi, surade dydį 77 , galésime rasti ir q. 
Pritaike ¡is geometrinės progresijos savybę, turime 
(a2) eu E, 
Trade a,=a,+d, a¿=a,+2d ir pertvarke, gauname: 
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2 
(a, +d)) =a? (a, +2d) e (a? +2a,d +d*) =a? (a? +4a,d+4d*) > 
€» aj +4ajd? +d* + Aa?d 4 2a?d? + 4a,d* = af +4ajd + 4ajd? e 


> d* +2a3d? +4a,d* =0 5 d? (d* 42a] +4a,d)=0; 
iš čia d=0 arba d? +4a,d+2a; =0. Kai d=0, visi trys skaičiai yra 
lygūs, tuomet lygūs ir jų kvadratai. Vadinasi, šie kvadratai sudaro 
geometrinę progresiją, kurios vardiklis lygus 1. 
Abi lygybės d? +4a,d +2a2 =0 puses padalije iš a, (a, +0), gau- 
2 
name kvadratinę lygtį z atžvilgiu: el 44. 12-0. 
a, a, a, 


Sios lygties sprendiniai £ =-2+/2 . Tuomet 


1 
2 2 
q, -(1-2-42) =3+242, q, -(1-2« 42) -3-242. 

Atsakymas. 1; 3+2/2. A 

3 pavyzdys. Trys skaiciai, kuriu suma lygi 114, yra trys pir- 
mieji geometrinés progresijos nariai arba pirmasis, ketvirtasis ir 
dvidešimt penktasis aritmetinės progresijos nariai. Raskime šiuos 
skaičius. 

Sprendimas. Sąlygoje minimas progresijas pažymėkime taip: 

=b,, ba, Dz +0,, Ap, Az ..., 
be to, a,=b,, a,=b,, a=b, ir a,*a,*a,4,-114. Remdamiesi 
charakteringaja geometrinés progresijos savybe, turime 
bbb, arba ai =40%s, 
taigi 
(a, +3d) =a, (a, +24d) > 9d? -184,d - 0. 
Gavome dviejų lygčių su dviem neZinomaisiais sistema 

a, +a, +3d +a, +24d — 114, a, 19d 2-38, 

9d? -18a,d =0 d(d —2a,) - 0. 

Iš antros lygties gauname d=0 arba d -2a,. Tuomet iš pirmos 
lygties turime a,=38 arba a,=2. Kai a,=2, tai d=4 ir a,=14, 
d5 = 98. 

Atsakymas. 38; 38; 38 arba 2; 14; 98. A 


Pratimai 


5.26. Su kuria x reikšme skaičiai 2x?, x*, 24, surašyti šia tvarka, 
sudaro aritmetinę progresiją? 

5.27. Su kuria x reikšme skaičiai 1, x?, 6 - x?, surašyti šia tvar- 
ka, sudaro geometrinę progresiją? 
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5.28. Trys skaičiai sudaro geometrinę progresija. Antrąjį skai- 
čių padidinus 2 vienetais, progresija virsta aritmetine, po to trečiąjį 
jos narį padidinus 9 vienetais, ji tampa geometrine. Raskite tuos 
skaičius. 

5.29. Apskaičiuokite aritmetinės progresijos pirmųjų dvidešim- 
ties narių suma, kai a;+0,+a,,+a,5= 20. 

5.30. Tarp skaičiaus 3 ir nežinomo skaičiaus įrašytas vienas 
skaičius taip, kad visi trys skaičiai sudaro aritmetinę progresiją. 
Jei vidurinį šios progresijos narį sumažintume 6 vienetais, tai gau- 
tume geometrinę progresiją. Raskite nežinomąjį skaičių. 

5.31. Iš taškų A ir B, tarp kurių yra 117 m atstumas, vienu 
metu vienas prieš kitą pradėjo judėti du kūnai. Pirmasis kūnas per 
pirmąją minutę įveikė 1 m, o kiekvieną paskesnę minutę įveikdavo 
0,5 m daugiau negu prieš tai. Antrasis kūnas kas minutę įveikdavo 
6 m. Pasiekę taškus A ir B, kūnai judėjo toliau. Po kelių minučių 
abu kūnai: a) susitiko; b) įveikė vienodus atstumus? 

5.32. Prie keturių skaičių, sudarančių aritmetinę progresiją, 


pridėjus atitinkamai 5, 6, 9 ir 15 vienetų, gaunama geometrinė pro- 
gresija. Raskite šiuos skaičius. 

5.33. Baigtinę aritmetinę progresiją, kurios pirmasis narys ly- 
gus 24, sudaro 11 narių. Pirmasis, penktasis ir vienuoliktasis nariai 
sudaro geometrinę progresiją. Parašykite visus aritmetinės progre- 
sijos narius. 

5.34. Kiek narių reikia parinkti, kad nykstamosios geometrinės 
progresijos + 8, 7, ... suma skirtųsi nuo jos visų narių sumos ma- 
žiau negu 0,01? 

5.35. Iš pilnos cisternos, kurioje buvo 729 1 grynos rūgšties, 
nupylė a I ir pripylė tiek pat vandens. Paskui viską gerai išmaišė, 
kol buvo gautas vienalytis tirpalas. Šią operaciją pakartojus 6 kar- 
tus, tirpale buvo 64 kg grynos rūgšties. Raskite dydį a. 


5.36. Įrodykite, kad 4111...1— 222...2 =333...3, kai skaitmuo 1 
pasikartoja 2n kartų, o skaitmenys 2 ir 3 — tik po n kartų. 

5.37. Skaičiai log, x, log,, x, log, x (x +1) sudaro aritmetinę pro- 
gresiją. Įrodykite, kad n? = (kn)"*". 

5.38. Skaičiai 3, 3log, x, 3 log, y, 7 log, z, sudaro aritmetine 
progresiją. Įrodykite, kad x!8 = y?! = 728, 

5.39 (VBE, 2004). Trys skaičiai b,=1, b,, b, yra mažėjančios 
geometrinės progresijos nariai. Skaičiai 3b,, 4b,, 4b, yra vienas po 
kito einantys aritmetinės progresijos nariai. Raskite geometrinės 
progresijos vardiklį. 
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RODIKLINĖS 
IR LOGARITMINĖS FUNKCIJOS 


6.1. RODIKLINĖ FUNKCIJA 


Apibrėžimas. Funkcija, išreikšta formule y 2 a*, kai a>0,a+1, 
vadinama rodikline. 

Nubraižykime rodiklinės funkcijos y -2* grafiką, sudarydami 
jos reikšmių lentelę. 


Atidėję koordinačių plokštumoje atitinkamus taškus ir sujungę 
juos, gauname kreivę, pavaizduotą 6.1 paveiksle. 


6.1 pav. 


Panašiai atrodo ir funkcijos y=a* grafikas, kai a >1 (6.2 pav.). 


Funkcijos y = 5 grafikas, pavaizduotas 6.3 paveiksle, yra simet- 


riškas grafikui y=2* ašies Oy atžvilgiu. Funkcijos y=a* grafikas, 


kai 0«a «1 (6.4 pav), atrodo panašiai kaip ir funkcijos »-(1) 
grafikas. 
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3 -2 -1 012 3 


6.3 pav. 


Pagrindinés rodiklinés funkcijos 

savybės yra šios. 

1. Rodiklinės funkcijos apibrėži- 
mo sritis — visi realieji skai- 
čiai, taigi D(a*)=(- 0; + 0). 

2. Rodiklinės funkcijos reikšmių 
sritis — visi teigiamieji skai- 
čiai, taigi E(a*)=(0; +00). 

3. Funkcija yra didėjanti, kai 
a>1 (6.2 pav.) ir mažėjanti, B sd 
kai O<a<1 (6.4 pav.). "pem 

Tarp rodiklinių funkcijų y=a* išskirtinę vieta užima funkcija, 

kurios liestinė taške (0; 1) su ašimi Ox sudaro 45* kampą (6.5 pav.). 
Šios funkcijos pagrindas žymimas raide e, o pati funkcija - 
y=e*=expx ir vadinama eksponentine funkcija. Įrodyta, kad 
skaičius e yra iracionalusis ir e=2,7182818284590... 


Pratimai 


6.1. Nubraižykite funkcijų grafikus: 


1) y=3*; 2) y=3*; 
37 

3) y=| 2]; 4) y=-2*; 

) y Bi ) y ; 

5) y2 3; 6) y - 3"; 


7) y-ie te”). 
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6.2. ATVIRKSTINE FUNKCIJA 


Tarkime, kad monotoninė funkcija y = f(x) apibrėžta srityje D, o 
jos reikšmių sritis yra E. Lygybę y= Ax) išsprendę kaip lygtį, gau- 
name x prieklausą nuo y: ) 

x=8(y). 


Funkcija x=g(y) vadinama funkcijos y - Ax) atvirkštine funk- 
cija. 

Apibrėžimas. Dvi funkcijos f ir g vadinamos viena kitai at- 
virkštinėmis, kai D(f)=E(g), Ef) = D(g) ir y, = f(x) S x, = 
=8(y,)su visais x, e D(f) ir y, e D(g). 

Viena kitai atvirkštinių funkcijų x=g(y) ir y= Ax) grafikai su- 
tampa. Atvirkštinės funkcijos argumentą, kaip įprasta, pažymėki- 
me raide x, o pačią funkciją — raide y. Taigi vietoj funkcijos x= g(y) 
imkime funkciją y=g(x). Funkcijų y= Ax) ir y=g(x) grafikai skir- 
tingi. Įrodyta, kad jie yra simetriški vienas kitam tiesės y=x 
atžvilgiu. 

Pavyzdys. Raskime funkcijos y =x3 atvirkštinę funkciją ir nu- 
braižykime jos grafiką. 

Sprendimas. Iš lygybės y =x? gauname x = ay . Vietoj x įrašome 
y, o vietoj y — raidę x: 

y=Šx. 


Taigi y =Ux yra funkcijos y=x* atvirkštinė funkcija. Funkcijos 
y =Yx grafiką gausime, atvaizdave funkcijos y =x3 grafiką simet- 
riškai tiesės y=x atžvilgiu (6.6 pav.). A 

Tarkime, kad f(x) - funkcija, apibrėžta atkarpoje [a; b]. Jeigu 
ši funkcija yra nemonotoninė, tai dvi skirtingas argumento reikš- 
mes gali atitikti ta pati funkcijos reikšmė (6.7 pav): f(x,) y, ir 
fx,-2y, Konstruodami atvirkštinę funkciją, iš sąlygos y= Ax) 


6.6 pav. 6.7 pav. 
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turime išreikšti x: x=g(y). Tačiau šį kartą y, 
reikšmę atitiks dvi skirtingos argumentų x, ir 
x, reikšmės. Tokiu atveju sakome, kad funkci- 
ja, grafiškai pavaizduota 6.7 paveiksle, at- 
virkštinės funkcijos neturi. 

Funkcija, turinti atvirkštinę funkciją, va- 
dinama apgręžiamąja, o funkcija, neturinti 
atvirkštinės funkcijos, - neapgreziamqja. 

Pavyzdžiui, funkcija y =x?, kai x eR, yra ne- 
apgreZiamoji, nes dvi skirtingas argumento 
reikšmes x,=2 ir x,=-2 atitinka ta pati funkcijos reikšmė 
y=(+2)?=4. Tačiau, kai xe[0; +00), ta pačia formule y = x? apibrėžta 
funkcija jau yra apgręžiamoji. Iš lygybės y - x?, turėdami galvoje, 
kad x>0, randame x = Jy . Sukeite raides x ir y vietomis, gauname 
atvirkštinę funkciją y = Jx . Jos grafikas pavaizduotas 6.8 paveiksle. 


6.8 pav. 


6.3. LOGARITMINÉ FUNKCIJA 


Apibrėžimas. Rodiklinés funkcijos y =a* (a >0, a + 1) atvirkštinė 
funkcija vadinama logaritmine funkcija ir žymima y =log,x (skai- 
toma: „x logaritmas pagrindu a“). Remiantis šiuo apibrėžimu, iš są- 
lygos y = log, x išplaukia x = a”, todėl logaritminė funkcija yra apibrėž- 
ta, kai a>0,a=1l ir x » 0. Kadangi logaritminė funkcija y= log, x yra 
rodiklinės funkcijos y - a* atvirkštinė funkcija, tai 

D (log, x)= E(a*)=(0; +0), E(log, x)= D(a* )=(-0; +00) 
ir funkcijos y=1l0g, x grafikas yra simetriškas funkcijos y =a* grafi- 
kui tiesės y=x atžvilgiu. 6.9 paveiksle pavaizduotas funkcijos 
y=log, x grafikas, kai a>1, o 6.10 paveiksle — kai 0«a« 1. 


y=log,x, 0<a<1 


6.9 pav. 6.10 pav. 
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Pavyzdys (VBE, 2001). Kuri iš šių funkcijų yra atvirkštinė 
funkcijai f(x) 2 2! -*? 


1-x 

A g(x) 27; B g(x)-1-1og,x; C sco] i 

D g(x)- Qs ; E gí(x)-log,(x +1). 

Sprendimas. Išlogaritmavę abi lygybės y= 2!-* puses, turime 

log, y = log, 2* > log, y =1-x. 
Įrašę vietoj x kintamąjį y, o vietoj y - kintamąjį x, gauname 
log,x=1-y e y =1-log, x. 

Teisingas B atsakymas. A 

Logaritminė funkcija, kurios pagrindas a=10, žymima y -lg x, 
o simbolis Ig x vadinamas dešimtainiu logaritmu. Kai a =e, loga- 


ritminė funkcija žymima y= In x, o simbolis In x vadinamas natū- 
raliuoju logaritmu. Taigi 


lgx = log, x, lnx = log, x. 
Abi šios funkcijos y =lg x ir y= In x priklauso logaritminiu funk- 
cijų y=log, x klasei, kai a> 1. 

Išvardysime pagrindines logaritminės funkcijos savybes: 

1. Logaritminės funkcijos apibrėžimo sritis — visi teigiamieji 
skaičiai, taigi D(log, x)=(0; +00). 

2. Logaritminės funkcijos reikšmių sritis — visi realieji skai- 
čiai, taigi E(log,x)=(-0; +00). 

3. Kai a >1, logaritminė funkcija yra didėjanti, kai 0<a<1, - 


mažėjanti. 
Pratimai 
6.2. Nubraižykite funkcijų grafikus: 
1) y-log,x; 2) y 2logyx; 3) y-lgx; 
4) y=Inx; 5) y=log,|x|; 6) y=/log, x|. 
3 


6.4. LOGARITMO APIBREZIMAS. LOGARITMU SAVYBÉS 


Apibrėžimas. Skaičiaus x logaritmu pagrindu a vadinamas 
laipsnio rodiklis, kuriuo reikia pakelti pagrindą a, kad gautume 
skaičių x. 

Tai reiškia, kad skaičiaus x logaritmas pagrindu a yra logarit- 
minės funkcijos y= log, x reikšmė. 
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Iš logaritmo apibrėžimo išplaukia 
logg,x-yex-a 
arba 
a"** = x(x 0, a>0, az 1). 


Pastaroji tapatybė vadinama pagrindine logaritmų tapatybe. | 
* 1 pavyzdys. Apskaičiuokime: i 
i. 
1) log,64; 2) log; 57 ; 3) logg 545; 4) log, 442 . | 
Sprendimas 
1) log,64=6, nes 25 =64; 


3) logg 545 =3, nes (45) -545; 
4) paZymékime log, 442 =x, tuomet | 


1 5 
8 = 42 es (28) =2.2 92% 223 3r e x-2 


=. A4 
6 


" 2 pavyzdys. Apskaičiuokime A -6* * 42977. 
Sprendimas. Pertvarkę turime 
A= 6? „671064 +910827 22 —916 6) 42 logo 7 2 ; 
2 
Remiantis pagrindine logaritmu tapatybe, 


6864 -— 4, 9log27 =7 2 
todėl 


i sd 
A=216-1+7.1-575.4 
1' 56 


Išvardysime logaritmų savybes: 

1) log,(xy)= log, x - log, y, a>0, a+1, x>0, y>0; 
2) log, $ = log, x log, y, a»0,a21, x>0, y>0; 
3) log, x" =nlog, x, a>0, a£1, x>0; 


4) log, Yx = log, x, a»50,a21, x>0. 


Sias formules galima apibendrinti ir tam atvejui, kai x<0 ir 
y<0: 
1) log, (xy) = log, 


x|+log, |y|, a>0, a1, x «0, y «0; 


2) log, 2 = log, |x|- log, |y 


3) log, x” =2k log, 


,a4>0,az1,x<0, y<0; 


xl, keZ, a>0, axl. 
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Logaritmų savybės naudojamos logaritmuojant reiškinį - jo 
logaritmą išreiškiant reiškinį sudarančių dydžių logaritmais. Pa- 
vyzdžiui, 


a = log, b? + log, c? —log, 2/10 = 
Vio s 


=3log, b +2log, |c|-- 5108, 10 


Veiksmas, kuriuo randame reiškinį, kai žinomas jo logaritmas, 


yra atvirkščias logaritmavimui ir vadinamas potencijavimu (anti- 
logaritmavimu). Pavyzdžiui, kai 


lgA -3lga-4lgb *— 


jlgc ; 
tai 


lg A - lga? -lgbt «lg de = lg ae , 
a? c 
A= p 
3 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinį 


As 5108, 27 «log, 24 -21og, 3. 
2 2 2 


2 
Sprendimas. Reiškinį A rasime potencijuodami 


3 
A =10g, $27 «log, 24 —log, 9 = log, V27 -24 = 
2 2 2 2 


4 pavyzdys. Apskaičiuokime A = 16: 4929- bee a 


Sprendimas. Pritaike logaritmų savybes ir pagrindinę logarit- 
mu tapatybę, gauname 


A=16. 49er: V9 - log; 6 NT | A 
uL "si og; 1 logg} 
ida 
1 d m q 
uero + (45) E 54 Jef" 4 +(45) EE |- 


ES 
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6.3 (VBE, pakartotinė sesija, 2001). Skaičius log, 3 yra 
intervale: 


A (2; 3) B(-2; 15 C(-L0; D 533) E (1; 2). 
6.4. Išlogaritmuokite reiškinius bet kuriuo pagrindu a (a>0, 
azl): 
314 3 2 
tant; E 8) ye dE, 


Babe | 8d? 
6.5. Potencijuodami raskite dydj x, kai Zinomas jo logaritmas: 


1) log, x = log, b->108, c+2; 2) log,x-log,a -3log, bei A 
6.6. Apskaičiuokite: 


1) (0, 025)!82. (0, 04)!82 > 2) 4,9-510849-0,25 108225 , 
1 
aaa, 4) A48 «55 1t m 
5) log? 18 — 4 log} 3 + 3log, 18 + 6 log, 3 
log, 18 +2log,3 


pon (17 logs 2 
6.7. Kuris skaičius yra mažesnis: 4/11 ar 9? JE ^ 


6.5. LOGARITMU PAGRINDO KEITIMAS 


Išlogaritmavę pagrindinę logaritmų tapatybę a"^* = x pagrin- 
du b (b »0, b+1), gauname log, (a'*-*)= log, x . Iš čia, pritaike for- 
mule log, x" =nlog, x, turime log, x-log, a = log, x 

Pertvarke šią lygybę, gauname formule 
_ log, x (2) 
log, a ' 
kuria naudodamiesi galime logaritmo pagrinda a pakeisti pagrin- 
du b. 

Kai x=b, tai (2) formule virsta tokia: 
log, b = 2 (3) 
loga log,a 

1 pavyzdys (VBE, pakartotinė sesija, 2002). Kai 2*=15 ir 
15'=32, tai sandauga xy lygi: 

A 3; B 5; C 4; D 6; E 7. 


log, x 


gab = 


a 
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Sprendimas. Išlogaritmavę pirmąją lygybę pagrindu 2, o antra- 
ja - pagrindu 15, turime 
log,32 | 5 
log, 15  log,15 ` 


Tuomet xy=5. Teisingas B atsakymas. 


x =log,15 ir y 21og,,32- 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime pone —log,log, KB +7 168 8187, 
Sprendimas. Kadangi, remiantis (2) formule, 

1 _log;16 1 

log,¿25 log;25 2 


log; 8 E... 
77188 = vid 10 == 17181 10 log; 8 


log; 16 = log; 4, 


— mlg7log, 8 _ mlog: 897 _ Qlg7 
=7 18 = "Er = 88 ; 


1 
tai nagrinėjamas reiškinys lygus 5"*** —log,log,227 +8'*" -8'7 24 — 


-log , 97 =4 -(3)-7.A 


3 pavyzdys. Raskime log, 8, kai lg 5=a, lg 3- b. 
Sprendimas. Pritaike (2) formule, turime 


10 
lg8 182 3lg EF 


log, 8 = 1g 30 = lg(3 -10) = lg3 +1g10 183 +1 i 


_ 3(g10-185) _ 30-185) _ 3(1-a) A 
1+1g3 1+1g3 1+b | 


4 pavyzdys (VBE, 2003). Įrodykime, kad skaičiai Žž 
la 
log;2  log,,2 


sudaro baigtine aritmetine progresija. 


Sprendimas. Norėdami įrodyti, kad šie skaičiai sudaro baigtine 
aritmetinę progresiją, remdamiesi jos charakteringąja savybe, turi- 


me įrodyti, jo NM p + : 
PA log¿2 2|1log,2 log,,2 f 


Pakeitę visu logaritmų pagrindus skaičiumi 2, turime 


—— 1 1 12 = — ==. = 
alos; 3 + al al og, 3 + log, ) z 1082 36 5 2log,6 


1 
= log, 6 == - 
285 log, 2 e 
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6.8. Apskaičiuokite: 


6log, 5(5-V10)+8log, (V5 -42) 
1) log, 10: 1g81; 2 1 


3) a9 oss. (0, 95) Horas : 4) log, 4-log, 5-log, 6 -log, 7 
5) [814299 y gps | 49i? , 

6.9. Raskite log,, 45, kai lg 5=a, lg 3=b. 

6.10. Raskite log}, 14, kai log, 4=a. 


log¿12 ]log,4 | 9 log,135  log,5 


6.11. Apskaičiuokite: 1) = 2 
P log;;3 logis 3 log,,3 10805 3 


6.6. RODIKLINES LYGTYS 


Rodiklinémis lygtimis vadinamos lygtys, kuriy kintamasis 
yra laipsnio rodiklyje. Pavyzdžiui, tokia yra lygtis 2***5 = (v2 I 


Spresdami rodiklines lygtis, remiamės teiginiu: kai a » 0, as 1, 
tai 


gl eu es f(x)=g(x). 
Lygtis al" -b*? (a>0, a*1, b>0, b+1) sprendžiama išlo- 


garitmuojant abi puses pagrindu a (arba b, arba kuriuo nors kitu, 
pavyzdžiui, 10). Išlogaritmavę pagrindu a, gauname 
log, a/'? = log, b*? > f(x) = g(x)log,b. 
Taigi 
a/'? 2 b*? > f(x) = g(x)log, b 


Toliau aptarsime pagrindinius rodikliniu lygčių sprendimo būdus. 
Lygtis a/“? 2 a*? paprastai gaunama, kai sprendžiamos rodik- 
linės lygties pagrindai suvienodinami. 


* 1 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


1 x?-7x43 1 A 
== . -3x ==] 
a] er (T 


-4 
Sprendimas. Kadangi ET 5?, 02= E =, $) - 


ET 
= k "| =5*, tai gauname lygtį 


5^ (7123) pie» l5 


5-2: 042-6339: — 52 212 +17x -6 22 > 2x? - 17x 8-0. 
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6 skyrius RODIKLINES IR LOGARITMINES FUNKCIJOS 


Sios lygties sprendiniai: x, => x, =8. 

Atsakymas. 5 8.4 

Išnagrinėsime dvi lygtis, kurios sprendžiamos iškeliant prieš 
skliaustus bendrą daugiklį. Bendroji tokių lygčių išraiška yra 
aažt? + Ba**“ zy. 

2 pavyzdys. Išspręskime lygtį 3* +4-3*? =117. 

Sprendimas. Iškėlę prieš skliaustus 3*-2, gauname 

ge (32 +4) =117939”?*.18=0703*=9093*=8*; 

iš čia x-2=2, taigi x=4. 

Atsakymas. 4. A 

3 pavyzdys. Išspręskime lygtį 8-5*1 - 7^? =5*+3-7*, 

Sprendimas. Lygtį pertvarkome taip: 8-5*1 -5* =-7%?43-7*, 

Kairėje ir dešinėje pusėje iškėlę prieš skliaustus bendruosius 
daugiklius, gauname 

b* (8.57 -1)=7* (72 +3); 


1 
x 3 — — x 
5 -T7T?«3 5| '" 49 5| 730 
T "puel ) „GL 
- 
Islogaritmave abi puses pagrindu 10, turime 
x(lg5-1g7) 21g730 —1g147 , 
taigi 
"T 1g730 -1g147 
lg5-1g7 
Yra labai įvairių lygčių, kurios sprendžiamos įvedant naują 
kintamąjį. Bendroji tokių lygčių išraiška yra 


aa^ +Ba* +y=0 arba aa**? «Ba *** = y. 


4 pavyzdys. Išspręskime lygtį p” 5.25" +4=0. 

Sprendimas. Pažymėję ga" =y, gauname kvadratine lygti 
y*-5y+4=0, turinčią sprendinius y,=1 ir y,=4. Vadinasi, reikia 
išspręsti dvi lygtis Qr" =1 ir ga" =4,ir kuriu pirmoji yra ekvi- 
valenti lygčiai la =0, o antroji — lygčiai la 22. 

Lygtis = +x=0 realių sprendinių neturi, o lygtis Liz =2 turi 


du vienodus sprendinius x, ; - 1. 
Atsakymas. 1. A 
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5 pavyzdys. Išspręskime lygtį 23/16 -544 +2 =0. 
Sprendimas. Lygtį pertvarkome taip: 
1 1 
2-16: -5-4* «2-0. 
1 
Pažymėję 4* = y, gauname kvadratinę lygtį 
2y” -5y+2=0, 


kurios sprendiniai: y, =2, y, =>. Atsižvelgę į keitinj, turime 


1 1 
išspręsti dvi lygtis 4* =2 ir 4* = i. 
Pirmosios lygties sprendinys yra x=2, antrosios - x- -2. 


Reikšmė x = - 2 pradinei lygčiai netinka, nes, pagal šaknies apibrė- 
žimą, x turi būti natūralusis skaičius. 


Atsakymas. 2. A 


6 pavyzdys. Išspręskime lygtį ( 7 +/48) +| 7 - a8) -14. 
Sprendimas. Kadangi (7448 8)(7- J48)=49-48=1, tai, 
pažymėję 7 4 448 | =y, antrąjį dėmenį turėsime žymėti 
( 7-448] = ^ . Vadinasi, spresime lygti 
1 
T1— 2-14. 
Y íi y = 
Si lygtis turi sprendinius: y, =7+ J48 ir Y, =1- 448 . Juos jra- 
$e į keitinį, gauname lygtis 
7:448) -74 48 ir ( 7+/48) -1-448. 
Iš čia 
(7+/48)? 27448 ir (7+/28) =(7+448)”, 
todėl x=2 ir x= - 2. 


Atsakymas. -2;2. A 


Yra lygčių, kurias galima sąlygiškai pavadinti homogeniné- 
mis. Šiose lygtyse yra dėmenų, kurių išraiška yra tokia: 


a*, b? ir (aby. 


Homogeninės lygtys sprendžiamos dalijant abi lygties puses iš 
a* « 0 (arba iš b*x0). 


7 pavyzdys. Išspręskime lygtį 3-16* +36* =2-81*. 
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Sprendimas. Kadangi 16* = 4”, 36* =(4-9)*, 81* =9** tai nag- 
rinéjamoji lygtis priklauso minėtai lygčių grupei ir ja sprendZiame, 
dalydami abi jos puses iš 81*: 


16 Y (36 P (47 
J = =2 Z|-2=0. 
(8) (8) eap (8) + 
Pažymėję (5) = y, gauname kvadratinę lygtį 3yž+y-2=0, turin- 


čią sprendinius -1 ir 2 Reikšmė -1 netinka, nes y» O0. Toliau 
sprendžiame lygtį 


AY 2 [EY su B m 
(5) -(5] -397x-lex-25. 


9 3 3 
Atsakymas. 2 A 
S Pratimai 
6.12. Išspręskite lygtis: ; 
2x-2 2x En 
AU, AA A 
1) 9 guis 2) (5) 7=[7) ; 
x+5 xn 1 2x-3 -x 
3) 32% -0,25.128 *? ; 4) (zs) = 0,008 (25/5) ; 


5) 4*.5"* —5-20**. 
6.13. Išspręskite lygtis: 
E 
1) 3*5 +3*-7 4-37? =91; 2) 4-3 ?-3 E Y 


3) 93x .9* —93x-1 gru = 988 a 4) 92x+3 -3* 12.47 .3*+2 „18 i 
6.14. Išspręskite lygtis: 

1) 22**1 +2*+2? -16 20; 2) 9* -75.3*! -54 =0; 

3) 4^7 «16 - 10.2^7 ; 4) T -14-T* 2 3€? 43; 

5) (VBE, pakartotinė sesija, 2001) 2**! -2?* -9; 

6) 48 -4*/5 «3-0; 7) 477973 Lg. gei 93g; 


8) os 788 97 gf 

6.15. Išspręskite lygtis: 

1) (2-43) «(V2.8 =4; 2) (15 +48) +(13-48) = 
6.16. Išspręskite lygtis: 


1) 2.14* +3-49* =2%; 2) 25.9* -34-15* +9-25* =0; 
3) 4 +2-6*-3-9* =0; 4) 3-4* -7-10* +2-25* =0. 
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6.7. LOGARITMINES LYGTYS 


Lygtys, kurių kintamieji yra po logaritmo ženklu, vadinamos 
logaritminémis lygtimis. 
Paprasčiausia logaritminė lygtis yra tokia: 


log, f(x)= log, g(x); (4) 
čia a>0, a+1. Potencijuodami iš jos gauname lygtį 
fx) =8(x). (5) 


(4) lygtį pakeitę (5) lygtimi, išplečiame leistinų x reikšmių sritį. 
Iš tikrųjų, (4) lygtis turi prasmę tik su tomis x reikšmėmis, su ku- 
riomis f(x) » 0 ir g (x)>0, tuo tarpu (5) lygtis turi prasmę, kai f(x) 
ir g(x) ženklai yra vienodi. Kadangi išsiplėtė leistinųjų x reikšmių 
sritis, tai (5) lygtis gali turėti sprendinių, kurie netinka (4) lygčiai, 
taigi — pašalinių sprendinių. Juos nustatysime patikrindami. Vadi- 
nasi, (5) lygtis yra (4) lygties išvada ir (4) lygties pakeitimas (5) 
lygtimi yra leistinas veiksmas. Tačiau atlikdami atvirkščią veiks- 
mą, (5) lygtį pakeisdami (4) lygtimi, galime prarasti sprendinius. 

Panaši situacija yra ir tada, kai lygtis 


log, f(x) + log, g(x) = log, A(x) , (6) 
remiantis logaritmų savybėmis, pakeičiama lygtimi 
log, (f(x)-g(x)) = log, h(x) . (7) 


Toks veiksmas irgi praplečia leistinųjų x reikšmių sritį, nes (6) lyg- 
ties kairioji pusė turi prasmę tik tada, kai f(x) ir g(x) yra teigiami, 
o (7) lygties kairioji pusė turi prasmę dar ir tada, kai Ax) ir g(x) — 
neigiami. Todėl (7) lygtis, kuri yra (6) lygties išvada, gali turėti 
pašalinių sprendinių. 

Logaritminės lygtys, kaip ir bet kurios kitos lygtys, sprendžia- 
mos arba lygtį keičiant jai ekvivalenčia lygtimi, arba keičiant jos 
išvada. Pasirinkę antrąjį būdą, būtinai turime patikrinti spren- 
dinius. 

Išnagrinėsime įvairius logaritminių lygčių sprendimo būdus. 

Logaritminės lygtys log, f(x)=b arba log, f(x)-b spren- 
džiamos remiantis logaritmo apibrėžimu. 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtį log,,,, (2x? - 8x +6) =3, 
Sprendimas. Remdamiesi logaritmo apibrėžimu, turime 

2x? -8x+6 = (2x 42? o x?+8x-1=0. 
Šios lygties sprendiniai yra X2 =-4 zh J17. Sprendinys 


-Ayi netinka, nes su šia x reikšme logaritmo pagrindas 
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2x+2=-6-2/17 «0. Patikrinę gauname, kad sprendinys V17 -4 
lygčiai tinka. 

Atsakymas. J17-4. 4 | 

Yra logaritminių lygčių, kurios sprendžiamos potencijuojant. 


2 pavyzdys. Išspręskime lygtį log,(3x—11)+1log,(x-27) = 
=3+log;8. 
Sprendimas. Pritaike logaritmų savybes ir tai, jog 3 = log, 5° = 
=]log; 125, gauname 
log, ((3x -11). (x —27)) = log; (125-8) ; 


i$ Cia 2 
(3x -11(x - 27) 2125.8 & 3x? -92x - 703 =0. 


Si lygtis turi sprendinius Xiz = 455.02 , taigi x, =37 ir 
X= „19 (netinka, nes su šia x reikšme 3x-11<0 ir x-27<0). 


3 
Patikrinę įsitikiname, kad sprendinys x, tinka. 
Atsakymas. 37. A 


1 


Y3x-5 


3 pavyzdys. Išspręskime lygtį zlog, -2-3 = log, 
Sprendimas. Kadangi 


1 l 
log, "E = log,(3x - 5) $ = -g l8: (3x — 5), 


tai gauname lygtį 


P log, (a 2)- L E -¿log¿(3z -5) e log, (x -2) -2 = -log,(3x -5) S 
€» log, (x —2) +10g,(3x —5) = 2 > log, ((x -2(3x -5)) 22. 
Pritaike logaritmo apibrezima, turime 
(x-2)3x-5)22? & 3x?-11x+6=0. 
Si lygtis turi sprendinius X, = 5 ir x,-3. 
Patikrine įsitikiname, kad sprendinys 2 netinka, o sprendinys 


3 
3 — tinka. 
Atsakymas. 3. A 


4 pavyzdys. Išspręskime lygtį 2x -Ig(5** +x-2)=184*. 
Sprendimas. Kadangi 2x =1g10**, o 4* =2*, lygtį pertvarko- 
me taip: 


1g10** -lg (5% +x-2)=182*". 
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Pritaikome logaritmu savybes ir potencijuojame: 
102 10% 
W A 
5% +x-2 s 5% +x-2 

Žinome, kad 2? -5% = (2.5)?* -10?*, Vadinasi, sudaugine gau- 
name 


lg =2%, 10% =2%(5% +x-2). 


10% =10* +2*(x-2), 2*(x-2)=0. 
Kadangi 2* +0, tai x-2=0 ir x=2. Patikrinę įsitikiname, kad 
šis sprendinys lygčiai tinka. 
Atsakymas. x=2. A 
Yra įvairių logaritminių lygčių, kurias galima išspręsti kei- 
čiant kintamąjį. 
5 pavyzdys (VBE, 2003). Išspręskime lygtį 
log, x log, 7 =8. 
Sprendimas. Kadangi log, T = log, x - log, 4 = log, x - 2, tai tu- 
rime lygtj 
log, x (log, x -2)- 8. 
Sudaugine ir sukėlę visus narius į vieną pusę, gauname lygtį 
log; x - 2log, x-8 =0. 
Pažymėję log, x - y, turime kvadratinę lygtį 
y?-2y-8=0. 
Jos sprendiniai: y, = - 2, y,= 4. Juos įrašę į keitinį, gauname dvi 


lygtis 
log,x= -2 ir log,x=4; 


iš čia x, = A x, =16. Abu šie sprendiniai pradinei lygčiai tinka. 
Atsakymas. i; 16 „(A 


6 pavyzdys. Išspręskime lygtį lg? x? -20lgVx 41-0. 

Sprendimas. Kadangi lgx’ =31gx, tai lg? x? = 91g? x. Spresime 
lygtį 91g? x - 101g x «1-0. 

Pažymėję lgx- y, gauname kvadratinę lygtį 95? -10y 41-0, 


turinčią sprendinius 3 ir 1. Remdamiesi sąryšiais 


lge- i ir lgx=1, 


gauname du lygties sprendinius: x, = 2/10, x, =10. Abu jie pradinei 
lygčiai tinka. 
Atsakymas. 3/10; 10. A 
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Logaritminės lygtys sprendžiamos ir vienodinant logaritmų 
pagrindus. 


7 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
2log, x — log, (13 — x) = log,(x —10)* +2log ¿(8 — x) . 


2 
Sprendimas. Visų logaritmų pagrindus pakeisime skaičiumi 2. 
Remdamiesi 6.5 skyrelio (2) formule, rašome: 


log, (13-3) - EQ - -log,(13 - x), 
2 log, E 
 log,(8-x) 1 » 
log, (8 x) = " lg,4 Ll z log, (8 x) š 


Dabar nagrinėjama lygtis bus tokia: 
2log, x + log,(13- x) = log, (x — 10} + log, (8- x). 
Potencijuojame: 
log, x? (13 - x) = log, (x - 10} (8 - x) ; 


iš čia 
x’ (13 — x) = (x -10?(8— x) > 3x? -52x +160 «0. 
Šios lygties sprendiniai yra: x =4 ir x,- 2. 


Patikrine jsitikiname, kad sprendinys 2 lygčiai netinka. 
Atsakymas. 4. A 
8 pavyzdys. Išspręskime lygtį 

logs,,+(9 +12x + 4x? )+ log), (6x? +23x+21)=4. 
Sprendimas. Pirmiausia pastebime, kad 9+12x + Ax? = (2x +3)2, 


o kvadratinis trinaris 6x2+ 23x - 21 turi šaknis e ir ==, todel ji 
AAN 3 2 
galima išskaidyti taip: 


7 3 T) 2 le 
Ses (8 (o8) (3x € 7)2x +3). 


Vadinasi, pradinę lygtį galima pakeisti lygtimi 
log,..; (2x +3) +10g,,,„(3x +7)(2x +3) =4 
arba lygtimi 
2log,,,; 
Kadangi 3x+7 ir 2x+3 yra logaritmo pagrindai, todėl jie turi 
2x + 3 =2x+3. 


2x *3|-log,,,, Bx +7|+10g,,,,2x+3|=4 . 


büti teigiamieji skaiciai. Taigi [3x + 7 =3x+7, 
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Dabar nagrinéjama lygtis bus tokia: 
2log, ,,(2x +3)+1l08,,,¿(3x+7)+1=4. 
Suvienodine logaritmu pagrindus, gauname lygti 


lg ore D -3=0. 
log,... (8x T 7) E 085445 (3x + 7) 


Pažymėję log,,,„(3x+7) = y ir sutvarkę, gauname paprastesnę 

lygties išraišką: 
y-3y+2=0. 

Šios lygties sprendiniai: y, - 1, y,=2. Įrašę y reikšmes į keitinį 

log,,, 4 (3x + 7)=y, turime 
log,,,4 (3x +7)=1 ir log,,, , (3x * 7) - 2. 

Iš pirmosios lygties gauname 2x + 3 = 3x +7, taigi x= — 4. I$ ant- 
rosios lygties — (2x + 3? - 3x +7, taigi 4x? 9x + 2 - 0. Pastarosios lyg- 
ties sprendiniai: - 2, -i . Patikrine jsitikiname, kad sprendiniai 
—4 ir -2 yra pašaliniai. 

Atsakymas. d „A 

Pratimai 


6.17. Išspręskite lygtis: 
2 


1) (VBE, 2002) 3*5*-" =x? -13; 2) log, =1; 
x+3 
3) log, , (8x? - 2x -2) =25 4) log, (5 —-log, x) 2-2; 
2 
5) log, (log, (log, x)) = i : 6) logo; (2: -1)=x-1; 


7) log, (3% -3* -63)=x. 


6.18. Išspręskite lygtis: 
1) log¿(x -1)+log,(5x +3)=2; 
2) lg (x? *19)- lg(x -8)=2; 


3) 2ls(z+3 )-le(e=0 =Ie|++3 een: 


1 
4) log, (x? -4x 2) - log, (1? -6x +5) = s 
1+log,(3x +5) | 
1+log,(x +2) — 
6) (VBE, pakartotiné sesija, 2002) 


lg (7 -x)-2 = j1g (28.4.3) -1g50 


5) 


> 
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7) log, (3x - 11) 4 log, (x -27)=3+1l0g, 8; 
8) lg 8x «8-2 lg(x-13) - 3lg2; 
9) lg10+31g(271+3%)=2, 


6.19. Išspręskite lygtis: 


1) lg x+182+182=4; 2) 4-lgx=3/1gx ; 
2 
1 2 1 S e 5 1 2 = 
9) ings da +log, 8 54 9 5-log,x 1+log, x +; 
3 3 
5) 3/lgx +2lg Vx” =2; 6) 1g? 100x + 1g? 10x - 1g? x =14; 


7) lg? 2x + lg? 3x =1g?2+1g?3; 8) 0,51gx.1g0,001x =1g0,1; 
9) (Inx-3)In x +21n(ex)In Ye =0. 

6.20. Išspręskite lygtis: 

1) log, x+l0g,x+l0g¿x=11; 2) log,x+lo0g, x = log, 10; 
3) log, /3x +4-log,5=1; 4) log,(x +4)= log,, 15 8; 


logs(-x) | 
log,(-5bx—4) — 


7) log, x - jlog ¿(5x) =-2; 8) 3 +1l0g, 545 -log ¿ x - - V6 ; 


9) log, ,, (9-16x*) 2 2 


5) log, x-log, x«log,x?-5; 6) 1; 
16 


1 
log,(3-4x?)' 
10) log,,,, (58x — 4x?)-log, ,, (1 4x & 4x?) 2 4. 


6.21. Išspręskite lygtis: 


D 042539 ; 2) 90-318: 1s | - 81052, 

3) 97 +3= [psa gw): 4) x9 y 9er —6; 

5) T 14e? 21; 6) 1 z arap umm). 
3x-5 

7) 4 m yes 
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6.8. RODIKLINIU IR LOGARITMINIU LYGČIŲ SISTEMOS 


Tokios sistemos sprendžiamos derinant lygčių su keliais (daž- 
niausiai dviem) nežinomaisiais sistemų įprastus sprendimo būdus 
su rodiklinių bei logaritminių lygčių sprendimo būdais. Tai pailiust- 
ruosime, išspręsdami keletą pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 

2* . 4” =32, 
lg(x - y? -21g2=0, 
Sprendimas. Pertvarkome abi lygtis: 
2.2% =29, x+2y=5, 
e 
21g|x - y| - 21g2 Ix - »| 2 2. 
Si sistema ekvivalenti sistemu visumai: 


x+2y=5, 
p 
x+2y=5, 
e iq 


Išsprendę jas, gauname x=3 ir y=1 arba x => ir y= 25 , 


Patikrine įsitikiname, kad tinka abu sprendiniai. 


Atsakymas. (3; 1); E 23) A 


9* +9 =30, 
9** =81. 


Sprendimas. Kadangi 9**"=9*.9, tai, paZyméje % =u ir 9Y=u, 
gauname sistema 


2 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistema | 


u+u=30, 

uv — 81. 
Si sistema turi sprendinius: u,- 27, v, -3 ir u4- 3, v,= 27. 
Vadinasi, 9*- 27 arba 9*=3; iš čia x -Ž arba x =5. 
Iš sąlygų %=3 arba 9'- 27 gauname »-i arba y -Ž. 


3.1) (1.3 
Atsakymas. E Ji (5 2) A 


—57 = 
3 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistema ba PRSA, 


2y-5 +5 lgx=4. 
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Sprendimas. Iš pirmosios lygties išreiškę lg x 2 3 + 5” - 2y ir įra- 
Se į antrąją lygtį, gauname 
2y.5 +57(3+5/ -2y)=4, 2y.5 43.5 45% -2y-57 =4 
5? +3-57/-4=0. 


Pazyméje 5'-z2, išsprendžiame lygtį 2?+3z-4=0. Jos spren- 
diniai: z, = —4,2,- 1. Pirmasis sprendinys 2, = - 4 netinka, nes z » 0. 
Iš lygties 5'-1 turime y=0. Tuomet lg x=3+5%-2-0=4; iš čia 
x=10*. Sprendinys (10*; 0) nagrinėjamai sistemai tinka. 
Atsakymas. (10*; 0). A 


loga y — 
* 4 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistema ba pd =, 
x? =5%, 


Sprendimas. Antrąją lygtį išlogaritmavę pagrindu 5, gauname 
log, x? = log, 5? 5 ylog; x =12; 
iš čia log, x = E Sia išraišką įrašę į pirmąją lygtį ir turėdami gal- 
voje, kad 3"** = y, gauname lygtį 
—+y=7, 
kuri turi sprendinius y,=3 ir y,=4. Tuomet log, x = z =4 arba 
log; =1 =3; iš čia x=5*=625 arba x=53= 125. 


Nagrinėjamai sistemai tinka abu sprendiniai. 
Atsakymas. (625; 3), (125; 4). A 


5 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 
(3x + y)? =9 
Inas 4 =18x2 +12xy+2 y?. 
Sprendimas. Pertvarkome antrąją „lysti: 
Mg? = 2(8x + y)? 1877 =2A3x+ y); 
iš čia 18 =(28x+y*) 7. 
Vadinasi, 
18-27 (Ba + yy». 
Kadangi pirmoji pradinės sistemos lygtis yra (3x +y¥}-7=9, tai 
18=2 7 .9; iš čia ŽIV 
pirmosios lygties gauname: 


Y =1 irx- y=2. Tuomet vėl iš sistemos 


(8x y? =9 95 3x+y=23. 
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Išsprendę sistemų visumą 


4 4 


T (5 3E D? A 
gauname sprendinius | 7; - | ir |-=; -> |. 
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Sprendinys + | nagrinėjamai lygčių sistemai netinka. 


Atsakymas. E 4) A 


4' 4 
Pratimai 
6.22. Išspręskite lygčių sistemas: 
1 I -2 232, 9) ls +16” = 68, 
Born a ue 16*** =256; 
p od s 43% =7, 
Pujar auget 234: „33167 2.91; 


x? = 243, 
5) 11024 - E +) 
6.23. Išspręskite lygčių sistemas: 
[oid o 2) matt ciae 
lgx-lgy =1; lg(x + y) - lg(x - y)= 1g2; 


lg (4x? + y?) - 1g154 1, 
Ig(2x + y) +1g(2x — y) 21g0,5 +2; 


6) 3* H9» =5, 
gn — 2*+y = 1. 


x — 
j Me arie n 5 boe [1-5 )=2-108, y, 


*+36x = 13; 
g Teng log gz x + log gz y =4. 


6.24. Išspręskite lygčių sistemas: 


n log, x «log, > -8, 2) C SSH 
2 > 4 
x? +16y? =17; Pong cud 
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3) s OE T í log, (x? +y°)=7, 
x +2y? =3; 2log, x log, y =6; 
log, x +log, y =5, log, x? -- log,(x — y) 2 1, 
log, x - log, y 2 1; log, y = log, (xy - 2). 
6.25. Išspręskite lygčių sistemas: 
x y), 


5 

beyt  .2 

yx =x; 
D) g $ o | log (y -33) =1; 
yt =x3; og, y: og, y x) =1; 


3) 2-15* +15 = 5-37, 
2-37? -5"* 23.9". 


6.9. RODIKLINES IR LOGARITMINÉS NELYGYBĖS 


Kiekviena rodiklinė nelygybė pertvarkoma į nelygybę 


ai > q y (8) 
o logaritminė nelygybė - į nelygybę 
log, f(x) > log, g(x). (9) 


Kai a>1, rodiklinė ir logaritminė funkcija yra didėjančios, to- 
del iš (8) ir (9) nelygybės gauname f(g) >g(x). Kai 0«a «1, abi šios 
funkcijos yra mažėjančios, todėl iš (8) ir (9) nelygybės išplaukia, jog 
Re) <g(x). 

Taigi, atmetus rodiklinės arba logaritminės funkcijos simbolius, 
nelygybės ženklas nesikeičia, kai a>1, ir keičiasi priešingu, kai 
0<a<1. Negalima pamiršti, kad pirmiausia nustatomos tos x reikš- 
mės, su kuriomis šios nelygybės turi prasmę. 

Sprendžiant sudėtingesnes rodiklines ir logaritmines nelygybes, 
kai pagrindas a yra kintamas, reikia išnagrinėti du atvejus: a » 1 ir 
0«a«1. 

Rodikliniu ir logaritminiu nelygybiu sprendimo metodai analo- 
giški šios rūšies lygčių sprendimo metodams; jeigu reikia, logarit- 
muojame, potencijuojame, taikome rodiklinių ir logaritminių funk- 
cijų savybes, logaritmų savybes ir t. t. Tačiau čia jau negalima 
pasirinkti dviejų sprendimo būdų, kaip darėme spręsdami šio tipo 
lygtis, nes neįmanoma patikrinti gautųjų sprendinių. Todėl, per- 
tvarkydami nelygybes, būtinai turime jas keisti ekvivalenčiomis. 
Išnagrinėsime keletą pavyzdžių. 

Pradėkime nuo paprasčiausios nelygybės, kuri sprendžiama 
remiantis logaritmo apibrėžimu. 
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1 pavyzdys. Išspręskime nelygybę a*>b, b>0. 
Sprendimas. Kadangi b=a“**, tai turime nelygybę a* > a"*^, 
Iš čia x>log, b, kai a>1 ir x<log, b, kai 0<a<1. A 


Kai kurios rodiklinės nelygybės sprendžiamos suvienodinant 
pagrindus. 


a >0. 


Sprendimas. Pastebėję, kad skaičiai 0,125, 4, 2 ir 8 yra tam 
tikri skaičiaus 2 laipsniai, suvienodiname pagrindus: 


2 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 0,125 -42*>3 — 


9-3 .920x-3) - (2 ¿973 | i 94x-9 > 9? . 


Kadangi pagrindas 2» 1, tai 4x -9» Sa ; iš čia x>6. 
Atsakymas. xe(6; +0). A 
Yra rodikliniu nelygybiu, kurios sprendžiamos pakeičiant kin- 
tamąjį. 
3 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 36*-4-6*-12 < 0. 
Sprendimas. Pažymėję 6*=y » 0, gauname kvadratinę nelygybę 
y?-4y-12<0, kurios sprendinių aibė yra -2<y<6. Vadinasi, 
-2<6*<6. Tačiau 6*> —2 su bet kuria x reikšme, nes 6*» 0. Todėl 
iš šios nelygybės turime 
6<6Sx<l. 
Atsakymas. (-o; 1]. A 
Išnagrinėsime rodikline nelygybę, kuri sprendžiama iškeliant 
daugiklį prieš skliaustus. 
4 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 
5% — T -35-5% 435-7* >0. 
Sprendimas. Sugrupavę pirmąjį narį su trečiuoju, o antrąjį na- 
rj - su ketvirtuoju ir iškėlę daugiklius prieš skliaustus, gauname: 
5% (1-35) -7*(1-35) >0 e (5** -7* ) 34) >0s 


x 0 
e 5% -7* <0525*-7* «0 2G) a7) - 
iš čia x<0. 
Atsakymas. xe(—o5; 0). A 
Išnagrinėsime sudėtingesnę logaritminę nelygybę, kuri spren- 
džiama remiantis logaritmo apibrėžimu. 


2x? -Ax -6 ad 


4x-11 Bs 


5 pavyzdys. Išspręskime nelygybę log, 
2 


132 


6 skyrius RODIKLINĖS IR LOGARITMINĖS FUNKCIJOS 
Sprendimas. Atsižvelgdami į tai, kad -1 = log, 2, nagrinėjamą 
2 


nelygybę pakeičiame jai ekvivalenčia nelygybių sistema: 


2x* -4x -6 
0 
7 Te a 
2x* -4x -6 ` 9 
4x-11 | 
Jeigu teisinga antroji nelygybė, tai teisinga ir pirmoji, todėl ši 
2 E 
sistema ekvivalenti tokiai vienai nelygybei: 6 22. 
Ją pertvarkę, turime: E 20. 
ams 
Spresdami intervalu metodu (6.11 pav.), suZinome, kad ji tei- 
singa, kai 2 £xzcll, x24. Tašką E pašalinome, nes turi būti 
11 11 
x-7 * 0, x+ 4" 
E - + 
0 211 4 
4 
6.11 pav. 


Atsakymas. x€ [2 2 U[4; +0). A 
Išspręsime logaritmine nelygybę, kai logaritmo pagrindas yra 
pastovus, bet nežinomas. 


6 pavyzdys. Išspręskime nelygybę log,(x* - 3x) > log, (4x — 
3 

4 . 
Sprendimas. Nelygybé turi prasme, kai | 


- x°), jei žinoma, kad jai tinka x=3 
x?-3x>0, 
Ax — x? » 0. 

Išsprendę šią sistemą, gauname 3 «x«4. 

Kol kas nelygybės nespręsime, nes nežinome a reikšmės (ar 
a>1, ar 0«a«1). Taigi neaišku, kurį nelygybės ženklą rašyti, at- 
metus logaritmus. Tačiau a reikšmę galime apskaičiuoti, nes sąly- 
goje nurodyta, jog x = 33 yra nelygybės sprendinys. Įrašę į nelygy- 


4 
bę šią x reikšmę, gauname: 


log, E) log, (15-22) log, = > log, i 


16 4 16 16 
Kadangi E > T , taia>1 
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Dabar grįžtame prie pradinės nelygybės, iš kurios išplaukia 
x?—- 83x > Ax - x?, 
nes a » 1. Išsprendę šią nelygybę, sužinome, jog 
xe(-0; 0)U(3,5; +0). 
Nelygybé turi prasme, kai 3<x<4, todél galutinai gauname 
xe(3,5; 4). 
Atsakymas. xe(3,5; 4). A 


Išspręsime logaritmine nelygybę, kai logaritmo pagrindas yra 
kintamas. 


5" 7 pavyzdys. Išspręskime nelygybę log,, ,(3+x)<1. 
Sprendimas. Logaritmo pagrindas yra kintamas, todėl reikia 

nagrinėti du atvejus: 2x-1>1 ir 0<2x-1<1. Atmetus logaritmo 
ženklą, pirmuoju atveju nelygybės ženklas nesikeičia, o antruoju — 
keičiasi priešingu. Atsižvelgę į sąlygas, kada nelygybė turi prasmę, 
gauname tokią duotajai nelygybei ekvivalenčią nelygybių sistemų 
visumą: 

3+x>0, 

2x-1>1, 

3+x<2x-1; 


0<2x-1<1, 
3+x>2x-1. 


Antroje sistemoje nėra nelygybės 3+x>0, nes ji tiesiog išplau- 
kia iš nelygybės 3+x>2x-1>0. Išsprendę nelygybes, gauname: 


xe(-3; *o), 
x € (1; +0), 
x € (4; +0), 


x € (0,5; 1), 
x € (—o; 4). 


Kiekvieną tokią sistemą lengviausia spręsti geometriškai. In- 
tervalą, atitinkantį kiekvieną sistemos nelygybę, brūkšniuojame 
skirtingų krypčių brūkšniais. Tuomet sistemos sprendinys bus tas 
intervalas, kuris subrūkšniuotas visų krypčių brūkšniais. 

Taigi pirmosios sistemos sprendinys (6.12 pav.) yra (4; +00), 
o antrosios (6.13 pav.) — (0,5; 1). Sujungę juos, gauname (0,5; 1)U 
U(4; +00). 
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0 1 
LLS p 
0,5 4 
6.12 pav. 6.13 pav. 


Atsakymas. (0,5; 1)U(4; +0). A 
Kartais nelygybę padeda išspręsti jos apibrėžimo srities nusta- 
tymas. 
8 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 
(J? 4543 +1)log, E +-(V8x-2x -6+1)<0. 

Sprendimas. Nelygybė turi prasmę, kai galioja tokios sąlygos: 
x*-4x+320, 
8x-2x? -6 20, 


¿>0 


xz0. 


Padalije abi nelygybės 8x-2x?-6>0 puses iš (-2), gauname 
nelygybę x? - 4x +3 <0. Sujunge šią nelygybę su pirmąja, gauname 
nelygybiu sistema 


x? -Ax -32 0, 
x*-4x+3<0, S 


E 
x>0 


x>0; 


iš čia x=1 arba x=3. Vadinasi, pradinė nelygybė turi prasmę, tik 
tuomet, kai x - 1 arba kai x=3 (šiuose taškuose sąlyga x>0 irgi 
išpildyta). 

Kai x=1, tai, remdamiesi pradine nelygybe, gauname sąryšį 
log, H +1<0 & log, i <-1, kuris yra teisingas, nes log, --]. 

Kai x=3, tai iš nagrinėjamos nelygybės išplaukia sąryšis 

3 1 3 3 3 1 
logs ¿+3 «0e 3log; =+1<0 e 3log, = 5-1 + 3log; = < logs =. 
Kadangi logaritminė funkcija, kurios pagrindas 5> 1, yra didė- 


janti, tai log, => log; E . Vadinasi, sąryšis log, $+ <0 yra netei- 
singas ir x=3 nėra nelygybės sprendinys. 
Atsakymas. x=1. A 
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Pratimai 
6.26. Išspręskite nelygybes: 


1) [2] » (L5; 9) 3255 «35? 42; 
x+1 
3) dl 482 «2.2717; 4) 3-44 43 «10.2? ; 
1 
5) 5 "5 į' 


6) Ax? «3 45-35 «23? 3% 42x 46; 
7) 8*5 «3777 43%? «45,5 -22,75 411,375 +...; 
8) 5?! 4-67! >30+5* -30*; 

) 4"? + Ax? -256 - x? -4* 

Vx 

6.27. Išspręskite nelygybes: 
1) (VBE, 1999) log,.x «2; 
2) log,(x+8)>-1; 


20. 


3) log, (x° -5x +6) >0; 
3 


4) log, (x - 1) 4 log, (x * D) > log, 3 
2 2 2 


5) log s; (x? -9)20; 6) log, log, as 0; 
7) log, 0,7 >0; 8) log, 42 +6 «9; 
log 5 (5x - x^)-4 x 


log; (+? -3x41) 
9) log (4-279) log, 3; 10 El à <1. 
6.28. Išspręskite nelygybes: 
1) log, (x +2) «1-3log,(x +1); 
2) log, (x? -6)+ log, x? > 0; 
3) len, log, x > log, log, x 
4) 2log,x log, - x) <log¿(x -1)? +2l0g,(10 - x) ; 


log, ES -2 


5) s] aiora 
e 
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6.29. Išspręskite nelygybes: 


1) log, (a? - 8x4 16)2 0; 2) log, 2 > log, >; 
5 
4x+5 : 2x +3 
pius "EE A AB 


6.30. Išspręskite nelygybes: 
1) /9-4x? (log, (26 -3*) -2) «0 
2) J4-x* (2-1og; (17-4*))>0; 


log, (x? — 4x -11) -log, (x? -4x -11) S 


3 20; 
) 2-5x-3x? 
log, (x* -2x-T) —log, (x? -2x-T) 
il A Cn o T 
3x? -13x 44 


5) (uw 2 25- 3log? x -1-91og?2 20; 


6) ES eu t V25- log? x -log?542 <0; 
7) Ja? 7x 410 +9log, 2 > 2x + V14x -20 -2x? -13 ; 
8) 10% 8-2x ve EXE. £s 


6.31. Išspręskite nelygybiu sistemas: 
1) 4 log, (zog, 5 -1)) 
x-4x -220; 
FEES Er AAA 


2) 4log,, (7 (log, 5- )) 


> 


2*3? -31>0; 
B log, (sts. T +1) Jogi clon, -2 «0, 
x-24x -3 20. 
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TRIGONOMETRINÉS 
FUNKCIJOS 


7.1. KAMPU MATAVIMAS 


Tarkime, duotas plokščias kampas AOB (7.1 pav.). Laikydami jo 
viršūnę O apskritimo centru, nubrėžkime apskritimą, kurio spindu- 
lys r (r — bet kuris skaičius). Tuomet kampas AOB bus centrinis 


kampas. d 


7.1 pav. 


Kampai matuojami laipsniais ir radianais. 
1? - tai centrinis kampas, atitinkantis apskritimo lanką, kurio 


TN. 1 M das 
l == ; 
ilgis lygus 360 apskritimo ilgio 


1 radianas - tai centrinis kampas, atitinkantis lanką, kurio 
ilgis lygus to apskritimo spinduliui. 

Vadinasi, pilnasis kampas turi 360”. Kadangi apskritimo ilgis 
lygus 2nr, tai apskritimą sudaro 2n lankų, kurių kiekvieno ilgis ly- 
gus spinduliui r. Todėl pilnasis kampas turi 2x radianų. Iš to gauna- 
me sąryšį, siejantį laipsninį ir radianinį kampų mata: 360”=x (rad) 


arba 180? =r (rad), taigi 1? atitinka 355 radianu, o 1 radiana atitin- 


ka 180 p 57,3 laipsniai. Vadinasi, o? kampo radianinis matas yra 


o 


2,0 a radianu kampo laipsninis matas yra |a. 


NM AT 
180? 

1 pavyzdys. Kampa, kurio didumas lygus 36°, išreikškime 
radianais. 


Sprendimas. Šio kampo radianinis matas lygus E = 
=0,27. 
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2 pavyzdys. Kampa, kurio didumas lygus Sr radianų, 


o, T 
180 E. 
T 


išreikškime laipsniais. 
Sprendimas. Šio kampo laipsninis matas lygus 


„1807 1056. 


Kai kurių kampų laipsninio 
ir radianinio mato sąryšio lentelė 


12 

o Jeo [as [eo o0 [120135] 150" 10" [270-500 
T T T T 27 | 3x1 | 57 3n 

DHEHBHHBEEHBEHBH 


Apskritimo lankas, kurio ilgis lygus spinduliui, matuojamas vie- 
nu radianu. Kai apskritimo, kurio spindulys r, lankas turi a radia- 
nu, jo ilgis I išreiškiamas formule 


l-ra. 
Kai lankas turi a laipsnių, tai 
123€, 
1809 ` 


3 pavyzdys. Apskritimo spindulys r - 20 cm. Į jo lanką re- 
miasi 24? didumo centrinis kampas. Apskaiciuokime to lanko ilgi. 


Sprendimas. Pritaike formule I-II. gausime: 
T28 og 24 a 
l= 180° 20 = g^ 2,671 (cm). 


* Pratimai 


7.1. Ratas sukasi E rad/s kampiniu greičiu. Kiek kartų jis 
apsisuka apie savo ašį per 1 min? 


7.2. Rato, kurio spindulys 0,2 m, kampinis sukimosi greitis 
lygus 31 rad/s. Kokį atstumą neslysdamas nurieda šis ratas per 
2 min? 

7.3. Automobilio ratas, kurio skersmuo 0,6 m, per 1 s apsisuka 
24 kartus. Kokį atstumą jis įveikia per 1 min? 


7.4. Automobilio ratas, kurio skersmuo 0,7 m, per 3 s apsisuka 
30 kartų. Koks yra automobilio greitis? 
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7.2. TRIGONOMETRINIU FUNKCIJU APIBREZIMAS 
IR JU GRAFIKAI 


Koordinačių sistemoje xOy nubraižykime apskritimą, kurio 
spindulys lygus 1 (7.2 pav.). 


7.2 pav. 7.3 pav. 


Tą apskritimą pavadinsime vienetiniu, o jo spindulį 0A - pra- 
diniu spinduliu. Centrinis kampas o, kuris gaunamas sukant 
spindulį OA prieš laikrodžio rodyklę (7.2 pav.), vadinamas teigia- 
muoju kampu, o kampas p, kuris gaunamas sukant spindulį OA 
laikrodžio rodyklės kryptimi, vadinamas neigiamuoju kampu. 

Sakykime, kad, pasukus pradinį spindulį OA kampu o, jis už- 
ėmė padėtį OM (7.3 pav.). 

Taško M koordinates pažymėkime x ir y, taigi M (x; y). 

1 apibrėžimas. Vienetinio apskritimo judančio spindulio OM 
galo M abscisė x vadinama kampo a kosinusu, o ordinatė y vadi- 
nama kampo a sinusu. 

Žymima: 

x=C0S O; y=sin a. 


2 apibrėžimas. Santykis > vadinamas kampo a tangentu, 


x 
o santykis y^ kampo a kotangentu. Taigi 


tga=2=SD0, quu x. 2050 


Pažymėję, kaip įprasta, argumenta raide x, o funkciją - raide 
y, gauname skaitinio argumento funkcijas: 


y=sinx, y=C08x, y=tgx, y -ctgx. 


Pirmosios dvi funkcijos y=sin x ir y=cos x apibrėžtos su bet 
kuriomis realiosiomis x reikšmėmis. Taigi 


Dlsinx)=(-x; +0), Dícosx) = (-0; +00). 
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Kadangi kintamojo taško M abscisés ir ordinatės reikšmės kin- 
ta nuo -1 iki +1, tai reikšmių sritys yra E(sin x)=[-1; 1] ir 
E(cos x)=[-1; 1]. 

Kai a.=90", tai judančio spindulio OM galo taško abscisė lygi 0 
ir cos 90*=0. Vadinasi, funkcija y=tg x neegzistuoja, kai x= 90? ir 
apskritai, kai x - 90?-- 180°k; keZ, arba, išreiškus radianais, kai 
x= z tT keZ. Analogiškai funkcija y=ctg x neegzistuoja, kai 
x=180%, keZ, arba, išreiškus radianais, kai x ^ nk, keZ. 

Todėl 

Dítgx)=(=00;+0), x * z tT keZ 


ir Dí(ctgx)=(-0;+0), x z nk, keZ. 
Reikšmių sritys: E(tgx)=(-0; +0), E(ctgx) 2 (-o5; +0). 


Kai kuriu kampu trigonometriniu funkciju 
reikšmių lentelė 


Iš trigonometrinių funkcijų apibrėžimo išplaukia, kad funkcijos 
y=sin x ženklas sutampa su kintamojo taško M ordinatės ženklu, 
o funkcijos cos x ženklas - su taško M abscisės ženklu (7.4 pav.). 


y y y 
ey T l UE, 
Sinuso Zenklai Kosinuso Zenklai Tangento ir 
kotangento Zenklai 
7.4 pav. 
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Trigonometrinés funkcijos yra periodinés. Funkciju y=sin x ir 
y=cos x mažiausias periodas lygus 21, funkcijų y=tg x ir y -ctg x 
mažiausias periodas lygus m. Tai reiškia, kad, pavyzdžiui, 
sin(21 + x) - sin x, cos(6T+x)=cos x, tg(31+x)=tg x. 

Funkcija y- cos x yra lyginė, taigi cos( - x) 2 cos x, o funkcijos 
y-tg x ir y=ctg x yra nelyginės, taigi sin( -x)= -sin x, tg(-x)= 
= -tg x, ctg( -x)= -ctg x. 

Trigonometrinių funkcijų grafikai pavaizduoti 7.5 -7.8 paveiks- 
luose: 7.5 paveiksle — funkcijos y = sin x grafikas, kuris vadinamas 
sinusoide; 7.6 paveiksle — funkcijos y = cos x grafikas, kuris vadi- 
namas kosinusoide; 7.7 ir 7.8 paveiksluose — atitinkamai funkcijų 
y=tgx ir y-ctg x grafikai, kurie vadinami tangentoide ir kotan- 
gentoide. 


7.5 pav. 


i MENDES 


1 
tolo» 
a 
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7.8 pav. 


Trigonometrijoje apibrėžiamos dar dvi funkcijos: 


secx = 


inx' 
Pirmoji funkcija vadinama sekantu, antroji - kosekantu. 


2Jab 


1 pavyzdys. Ar dydis D kai a >0, b » 0, gali būti kurios 


Ls 
ir cosecx = 
x 


nors trigonometrinės funkcijos reikšmė? 
2Jab 
a+b 
b>0 reikšme. Kadangi E(tgx)-(-o;-o) ir Elctgx)=(-0;+0), 
tai nagrinėjamas dydis gali būti funkcijų y =tg x ir y=ctg x reikšmė. 
2Vab 


Kadangi E(sinx)-[-1; 1], E(cosx) -[- 1; 1], tai dydis p gali 


Sprendimas. Reiškinys turi prasmę su kiekviena a » 0 ir 


būti ir funkcijų y=sin x bei y=cos x reikšmė, jeigu 
2 ab. <le at > Vab. 
a+b 2 
Kadangi ši nelygybė teisinga su visomis a>0 ir b » 0 reikšmė- 
mis, tai nagrinėjamas dydis gali būti ir funkcijų y = sin x bei y = cos x 
reikšmė. 
Atsakymas. Duotasis dydis gali būti funkcijų y = sin x, y = cos x, 
y=tgx ir y=ctgx reikšmė. A 


2 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos y - tg x-ctg x grafiką. 
Sprendimas. Kadangi funkcijų tgx ir ctg x apibrėžimo srityse 
sinx cosx — 


= tgx- ctgx = - = 
> 8 cosx sinx 


> 
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tai tiriamos funkcijos grafikas (7.9 pav.) gaunamas iš funkcijos y= 1 
grafiko pašalinus taškus, kuriuose funkcijos y=tgx ir y=ctgx ne- 


egzistuoja, taigi pašalinus taškus x = 5 +7k ir x-mk, keZ. 


€" Pratimai 
7.5. Duoti dydžiai: 1) -7,85; 2) -0,56; 3) %; 4) ==; 
143 á 248 
5) 2Y3 * Funkcijos y =sin x reikšmė gali būti šie dydžiai: 
Alir2; B 2), 3)ir 4); C5; Dd4ir5) E2), 3)ir 5). 
7.6. Kurios iš šių funkcijų reikšmių sritis yra aibė [2,5; 3,5]? 


A 1-2 cos x; B tg x; C Letgx -2 ;D 2+3sinx; E 3-isinz. 
7.4. Kuris iš šių teiginių yra teisingas, kai kampas Ge | m; 7) 
A sinacosa «0; B sin(-0)=sina; C -—-o<tga<+0o; 
D 0O<ctga<+o; E l<l+sina<2. 

7.8. Apskaičiuokite: 


2 4 
1) E + 2sin g -(2e0s5) : 


2) J2 sin1485* — tg 1290? + v3 cos(-780?) . 


7.9. NubraiZykite šių funkcijų grafikus: 


1) y= sinx +sin(21-x); 2) y 2 2cos(4x + x) - cos(-x) ; 
3) y - tgx * tg(-x) ; 4) y 2ctg(-x) * ctg(n4 x). 


7.3. TO PATIES ARGUMENTO TRIGONOMETRINIU 
FUNKCIJU SARYSIAI 


To paties argumento trigonometrines funkcijas sieja tokios ta- 
patybés: 
sin? x cosa -1, (1) 
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tga-ctga=1, (2) 

1+tg%a = t ; (3) 
cos? a. 

l+ctg’a = ———. (4) 
sin? a 


(1) formulė teisinga su visomis realiomis a. reikšmėmis, kitos — 
irgi su visomis realiomis a. reikšmėmis, išskyrus tas, su kuriomis 
tga ir ctg a yra neapibrėžti. Pavyzdžiui, (2) tapatybei tinka visos 
a. reikšmės, išskyrus d = 5th a=kn, keZ. 

Taikydami (1) - (4) tapatybes, pertvarkome įvairius trigonomet- 
rinius reiškinius, įrodome tapatybes ir vienas trigonometrines funk- 
cijas išreiškiame kitomis. 

* 1 pavyzdys. Apskaičiuokime cosa, tgo ir ctga, kai 
: 12 T 
sina --2, ae|z;m|. 
13 E ) 
Sprendimas. Pritaike (1) formule, turime cos? a =1-sin?° a ; iš 


cosa = tJl-sin?a. (5) 
Kadangi a yra II ketvirčio kampas, o cos a reikšmė šiame ket- 
virtyje yra neigiama, tai (5) formulėje rašysime minuso ženklą. 


Todėl, kai œe E 


Cia 


TT |, tai 


cosa = -y1 -sin? a . 


Į šią formule įrašę sinc T gauname cosa ==. Tuomet 


13 
„Sina 12.( 5) 12, EE 
woes eti aF A ke 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime sin a reikšmę, kai Qe (x F) 


ir 5cos? a -7cosa. -6 - 0. 

Sprendimas. Pirmiausia rasime cos a. Pažymėję cos 4=z, gau- 
name kvadratinę lygtį 52? —72 —6 —0, turinčią sprendinius 2, = -3 
ir z,=2. Antrasis sprendinys z, netinka, nes kosinuso reikšmė ne- 
gali būti didesnė už 1, mat D(cosx)-[-1; 1]. 

Kadangi a yra III ketvirčio kampas, tai sin a<0 ir 


sina = -y1 - cos? a . 


Į šią formulę įrašę cosa = E , apskaiciuojame, jog sin a = -i .A 


10. 145 


* 3 pavyzdys. Apskaičiuokime cos a -cos P, kai tg o ir tg B yra 
lygties 2x?- 5x -3 = 0 sprendiniai, ae E z} Be (0 2) 
Sprendimas. Lygtis turi sprendinius x, = 7g ir x, 23. Kadangi 
a yra II ketvirčio kampas, o B - I ketvirčio kampas, tai tg a<0 ir 
tg B>0. Vadinasi, tg a= -53 ir tg B=3. Iš (3) formulės turime 
1 


/1+tg?0 


tia Zenklas parenkamas, priklausomai nuo to, kuriame ketvirtyje 


cosa = * 


yra kampas QU. Kadangi ae (5 z), tai cosa<0; kadangi 
belo 3) tai cos B>0. 


Tuomet cosa = -— l = 1 


rų P rug 


Į šias formules įrašę tga=-2 ir tg P=3, apskaičiuojame 
2 45. 


2 1 410 
cosa =-= =- ir cosp====-=. 
45 5 P 410 10 


45 (4 +42 ) 
Tuomet coso. cosB = -— 145 —- A 
“o 4 pavyzdys. Įrodykime tapatybę sin“ a+ cosê a+ 
+3 sin? a. cosža=1. 
Sprendimas. Kadangi sin? a = (sin? 0)3, cos? a = (cos? a)’, tai, pri- 
taikę kubų sumos formule a? + b?= (a 4 bY(a? -ab +b?), gauname 


1 
2 


sin“ o. cos? a +3sin? acos? a = (sin? a) * (cos? a) +3sin? acos? a = 
= (sin? a + cos? a)(sin* a — sin? acos? a +cos* a) - 3sin? acos? a = 
=sin* a. —sin? gcos? a + cost 4+3sin? acos? a = 
- sin* a +2sin? acos? a +cos* a = (sin? a + cos? a) =1? =1. 

Tapatybė įrodyta. A 

5 pavyzdys. Apskaičiuokime sin? o.-cosi q, kai sina- 
—cos a.— m. 

Sprendimas. Kadangi  sin?a -cos?a = (sina - cos 0) (sin? Q 
+ sin o.cos a. +cos? a), tai 


sin? a — cos? a = m(1 +sinacosa). 
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Belieka apskaičiuoti sandaugą sin a cos a. Tokia sandauga at- 
siranda pakėlus abi reiškinio sin & -cos 4=m puses kvadratu: 


sin? a —2sin acosa +cos?a=m?, 1-2sinacosa - m? ; 
iš čia sin acosa = 2(1-m*). Tuomet 
: 1 m 
3 3 p 2 Lai 2 
sin? q — cos a=m[t+z(=m )-26-» ). A 


= Pratimai 
7.10. Žinodami vienos trigonometrinės funkcijos reikšmę ir in- 

tervalą, kuriam priklauso a, apskaičiuokite kitų trijų trigonomet- 

rinių funkcijų reikšmes: 

31 


*" r. ino m 
1) cosa — 0,8, 0ca«, A 2) sina 13 2 <a<2m; 
3) tga- 2, n«ocn; 4) etgo. - 35. 3f coc. 
7.11. Zinoma, jog sin œ+ cos a - m. Apskaičiuokite: 
LEN] 3 
j|; 85 E 2) sinta+cos* a; 3) sin* a.-- cos? a. 


(m? - 3)m : 


7.12. Apskaičiuokite: 
1) (VBE, pakartotinė sesija, 2002) sin o, kai 


tga=2% ir aen) 
2) En are kai tga- 2; 
siní a+ cost a” 


x 5 > 
3) sin? Aa 4cos a kai tgo. 1 

1+3sin* a 2 
7.13. Apskaičiuokite cos 0, kai «e E 22) ir Zinoma, kad 


6sin?a-7sina-3-0. 
7.14. Apskaičiuokite sino, kai 2ctg?la+7cga+3=0 ir 


3n, Tr 
as| =: — |. 
2' 4 
7.15. Suprastinkite reiskinius: 
3 a — sin? : 1- cos? a + tg?a cos? 
cos” a-sin E eit 2) 14 a ie Gol a. 
1+cosasina sin? 


sin^a-tg'a | 


3) 1-sinacosatga sing; | 4) — — ,—; 
cos“ a — ctg^o 


5) sin* a(1 +ctg*0) - 3cos* a(1+tg?0)+2sin* a; 
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4 4 " 
) Licosa E-to S 
r. 31 


7) cosa -tga — sin? a, kai ez) 
8) tga +tg’a+tga+1- == ; 
cos? a 


7.16. Įrodykite tapatybes: 
(sina. cosa). -1 
ctga —sinacos a 

1 (1-t8%0) 


2) - =4; 
sin? a cos? a tgža 


1) - 2tg'a ; 


3 


4) sin? a sina + cosa 
sina-cosa  1-tg%a 


w 


sin acos? a (1 +tg?a)+cosasin? a (1+ ctga) = sin a + cosa 


-sin Q = cosa; 


5 
6 
7) sin* a +cos* a — sin? a — cos a = sin? acos? a; 
8) (tga + ctgoy( + coso)(1 - cosa) = tga; 


— 


3 (sin* æ +cos* o.) - 2 (sin? a cos? a) 2 1; 


— 


sin? a(l +ctg a) + cos? a(1 -- tg 0) 2 sina cosa ; 


9) cosa (14 cos! a +tg0a)(1-cos” a+tga)=2sina . 


, 


7.4. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ ARGUMENTU SUMOS 


BEI SKIRTUMO FORMULES 


Argumentu sumos bei skirtumo trigonometriniu funkciju 


formulės yra šios: 
cos(a + B) = cosa cosB-sinasinĖ, 
cos(a — B) = cosa cosp + sinasinf , 
sin(a +ß) = sin acosB+cosasinf, 
sin(a — B) =sinacosB-cosasin B, 


_ tgo t tgp 
IEP) eig 
tga-tgB 
tg(a—-B)=— 2 — L, 
g(0-B) 1+tgatgB 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime: 1) cos 75”; 2) cos 15°. 


(5) 
(6) 
(7) 
(8) 


(9) 


(10) 


Sprendimas. 1) Turime cos 75*= cos(30? + 45°). Pritaike (5) for- 


mule, kai 0=30" ir B- 45?, gauname 
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cos 75° = cos30?cos 45? — sin 30?sin 45? = 


43 42 142 42 
"US 23 8 2 =% (98-1). 
2) Kadangi cos 15*= cos(60? - 45“), tai, pritaike (6) formule, kai 
0-260? ir P=45", gauname 
cos 15? = cos 60? cos 45? + sin 60?sin 45? = 
„1. 12, 13 X2 12 _ VŽ (1445). A 3). A 
4 


2272 2 


E + Ju cos( 3 + a) 
2 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį e 


EE E: T 
sin| 4 a) cos( 7-0) 
Sprendimas. Skaitiklyje pritaike (5) ir (7) formules, o vardikly- 


je - (6) ir (8) formules ir įvertinę tai, kad sin? = cost, gauname 


4 
sin[ = + a)» ex(2 + a) F 


. T T 
sin[į = a) es a) 


sin ^ cosa. cos 7 sin œ + cos 7 cosa —sin sin o 


Nu 4 4 - 
- T Ts T „T. 
sin ~ cosa — cos ~ sin Q — cos ~ cosa — sin =sina 
4 4 4 4 
sin (cosa - sina cosa - sin a.) 
4 2cosa 
= = : =-ctga. A 
—2sin o. 


sin (cosa —sina — cosa -sin a) 
* 3 pavyzdys. Apskaiciuokime sin E m a) kai sina = -i ir 
ae|r; m 
> 2 > 
Sprendimas. Pritaike (8) formule, turime 


. T . T. 
si($-«]- sin cosa — cos sina = 


6 6 
d NENNEN MEME RE IM 343 
=>“ "„ LE od 2 | JE sara. 


Kadangi a — III ketvirčio kampas, tai cos œ<0 ir 
cosa — —/1-sin?a. 
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Į šią formulę įrašę sina. = E , gauname cosa = -i . Vadinasi, 


E: _1/(_41 343 id. i 
sin ju | Ja: = 19 (343 4). A 
5" 4 pavyzdys. Įrodykime tapatybę 
2 -2 45” - 
J2 cosa - 2cos( A 
2sin(30+0)-/3 sin o. 
Sprendimas. Skaitiklyje pritaikome (6) formule, vardiklyje - 
(7) formule: 
V2coso.-2cos(45?-a) vV2cosa-2(cos45°cosa +sin45°sina) | 
2sin (30° +a)- V3sina 2(sin30°cosa + cos30°sina)- J3 sin a. 
V cosa - 2 Ra + 32 sina 
2 2 2 cosa. - 42 cosa — 2sina _ 
(i 4/3 s jen cosa + 3 sin a. — /3 sina 


5 C0S A + SIN 0 
2 2 


2sina _ 
== === 2tga . 
cos o -v2 8 


Tapatybe jrodyta. A 


B Pratimai 
7.17 (VBE, 2002). Trikampio kampų didumai o, B ir y. 


0<a<5, 0<B<Ž. Jei sin 4=0,6, sin B= 0,8, tai sin y= 
A -1; B-Ž; c 3; Di E 1. 
7.18. Apskaiciuokite: 
T A ; A 
1) c09[7+0) kai sina = 15 ir ae|ži r); 
2) sin Tal kai cosas} ae| T; 3% |. 
3 d 4” 2 > 
i. A MUR PEA T) 
3) sin(x - B), kai sin a = TE IL 2 ) ZU 3 


4) cos(a — B), kai sina- -i., cosp = 0,96, ac 23] 
9«(55). 
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7.19. Apskaiciuokite: 
1) tgB, kai tg(a+fB)=-1 ir tga=3; 


sina —3cosa i T ds 
2) COME - , kai ts(ž+)-2; 


3) sina, kai 0ta[3-0)=3. 


7.20. Įrodykite, kad a+B=Ž, kai tgo-2, tgp-2, oair p - 
smailieji kampai. 


7.21. Įrodykite, kad œ+ B2 60^, kai sina= JE sin = J21 


T 1r 
a, Pe (o 2| 
7.22. Apskaičiuokite: 


sin 48? cos12? + cos48?sin12? . 
cos 27°cos 33? — sin 27?sin 33? ' 


sin? 20? + (cos 75?cos55? + sin 75%sin55) - 
sin 41?cos11? — cos41?sin11? i 


2) 


tur 
3) 7 42 


T T` 
1 t7 t8 45 
7.23. Suprastinkite reiškinius: 


sin asinB- cos(a — B) 1+tga 
x_—_ _ _ —— "S 459 , 
sin a cosp — sin(a + p) ” 2) 1-tga tg(45*+0); 


(Rn 1l. 


VEsino-2sin( $a sin (60* - o) - 9 cosa 


sin(60? +0)- cos(30? +a) 
sin (60° — a) - cos(30? — æ) ` 
7.24. Įrodykite tapatybes: 
1) cos(60*—a)+cos(60*+a)-cosa=0; 
sin(a — B)cos(a + B) - cos(a - B)sin(a + B) = -tg2B; 
cos(a — B)cos(a + B) + sin(a — B)sin(a + B) * 


3) tg'a E tgp 
1-tg'atg'p 


= tg(a + B)tg(o- B); 
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LA D 


asin; + B - sinn 


5) 
2008) g +B |-4Beosp 


- -J2 ctgp . 


7.5. REDUKCIJOS FORMULÉS 


Taip vadinamos formulés, kurias taikydami trigonometrines 
funkcijas, turinčias argumenta Mig „neZ, pakeičiame argumen- 
to a trigonometrinėmis funkcijomis. 

Tarkime, reikia apskaičiuoti cos(x + o). Pritaikę 7.4 skyrelio (5) 
formulę, gauname 

cos(T + 0) = cos ticos A — sin Tsin & = 
= (-D)cosa—0-sina = -cosa . 


Analogiškai sin - a) = sin ŠT cos a- cos P sin a -1:cosa- 


-0-sina=cosa. 
Panašiu būdu gaunamos ir kitos lentelėje pateiktos formulės. 


Argumentas 


[sim [asa | eosa | sina | sima cosa cosa [sima 
| cos |sina[-sina|-cosa|-coso|-sino| sina | 


Redukcijos formulių įsiminti nereikia. Geriau mokėti jų gavimo 
taisyklę: 

1. Kai redukuojamosios trigonometrinės funkcijos argumentas 
yra lygus xta ir 2x- a, funkcijos pavadinimas nesikeičia; kai jis 
yra lygus „ta ir ių, funkcijos pavadinimas keičiamas taip: 
sinusas — kosinusu, kosinusas - sinusu, tangentas - kotangentu, 
kotangentas - tangentu. 

2. Prieš redukuotą trigonometrine funkciją reikia rašyti ta Zen- 
klą, kurį turi redukuojamoji funkcija atitinkamame ketvirtyje, ta- 
riant, kad a yra pirmojo ketvirčio argumentas. 
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1 pavyzdys. Apskaiciuokime sin 1215". 
Sprendimas. Kadangi 1215”=360"-3+135", tai, įvertinę funkci- 
jos sin x periodiškumą, gauname, kad 


sin 1215° = sin 135° = sin (90° + 45°) = cos 45° = a .A 


5 2 pavyzdys. Apskaičiuokime cos -bin : 
Sprendimas. Kadangi kosinusas - lyginė funkcija, tai 


i sl A akis dis 
cos -557 )= cos[5gn), Be to, 9g" 7 4n tls, taigi 


AS A 3 
cos[5gn)=00s[131)=00s[1+3)- cosg = 2" A 


3 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 


T 
B cosa Ñ 3). tela. — n)cos(T+0) 


— sin(n-a) er +0 
2 


Sprendimas. Kadangi 


cos(a- )= cos -(3 -o )]= cos(3-u )=sin a, 


sin(n-a)=sina, tg(a- 1) = tg( -(1—0)) = -tg(n— o) = -(-tgo) = tga, 
1 1 


cos( +o) Eu 


cos(T + Q) = — cosa, e(Te a )= 


tai 
i tg a(—cos al , 
BE gal STB 
sinc 1 
sinc 


=1-sin?ta=co0st a. A 


Pratimai 

7.25. Apskaiciuokite: 

1) cos 840“; 2) tg 495"; 3) ctg (- 3005); 
4) sin 600"; 5) cos siz š 


6) tg 18°-tg 288° + sin 32°-sin 148? - sin 302°-sin 122“; 


7) sin A 91 ELA o 
6 4 6 4 jJ 
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7.26. Apskaiciuokite: 


3T : -9 „ki 
1) cos(a} kai cosa = 41, «eo ) 


2) tg(180—a), kai ctga = 0,6; 


3) cos[ 3 ==) kai tg(n+x)=a ir efm F) 


2 
tg S tg 
7.27. Kam lygi reiskinio reik3me? 
1+tg Bir tg? 
36 9 
A -1 B 1 D E tgX. 
> 0; C , tg 9 > tg 36 


7.28. Suprastinkite reiškinius: 


1-2cos?(a -2m) 


a Lia 
k .(n 2 
sinix-)sin(5 +a) 


1) 


2) cos E +0 Pina + 0) + cos(x — d)sin(-0) + 


T T 3n 
+cos(1 roeos[a-Z )-te > + o Jete F + a); 


sin (2n - a)te(3 +0 yz -e) xin 
+ i it ci ERE 
2 cos (27. +0) sin( 3% 44] 
2 


tg (180? — a )cos (180° — a )tg (90° — a) 


+ cos? (0.1809); 
sin (90? + a.)ctg (90° — a) tg (90° + a) + 6 ) 


cos? a +2sin? (~-n) cos? a +4sin a +sin*(a +1) 
) UN auda A Y -— a 
cos? (a. — 4r) cosa(4 sin a +1) 


7.29. Lygybė -Sin(G*7) , cosBr-0) M 
: 3x T cosa 
sin| c +- cos| za |-1 
M lygu: 2 ) E ) 


3 
A 3: B 1; C 4 D -1; E 0. 


teisinga, kai 
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7.30. Įrodykite tapatybes: 
1) tg 10?-tg 20?.....tg 80°= 1; 


2 
(1-a? )etg( — o) (1*a J| 3-0) 
e—a o 
ctg(1 + o) (S) 
tg ST ox +t | Exo 
2 2 
EN 3n 
ctg E a jeete[ 2 +0 


E ein Pit 
" 2cos 6 20) Visin(> B ois 


cos( -2a |+ 2eos( ¿+20 ) J3 ' 


2 


3) 


(1 + sin a) ctg E 


7.6. DVIGUBOJO ARGUMENTO TRIGONOMETRINES 
FUNKCIJOS 


7.4 skyrelio (5), (7) ir (9) formulėse įrašę B=0, gauname for- 
mules 


cos 20. = cos? a- sin? a, (11) 

sin 20 = 2sina cosa, (12) 
2tga 

tg 2a = ; 13 

g La (13) 


kurios vadinamos dvigubojo argumento trigonometrinių funk- 
cijų formulėmis. 
(13) formulė turi prasmę, kai kartu yra apibrėžtos reikšmės 


tga ir tg 2a, t. y. kai azŽ+ nm, meZ ir or +5k, keZ. 


2 4 
1 pavyzdys (VBE, 2003). sina- 3, 0<0<90°. Tada 
sin 2a- 
10 25 120 12 50 
Am a o "mi Py B om 


Sprendimas. Taikome (12) formulę: 


sin 20=2 sin & cos 0 = 19 cos a. 
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Kai 0<a<90 tai cosa>0 ir cosa=wVl-sin?a, todėl 


ENIM k 57.0 2 0 
cosa = i) =33 ir sin20 = 15 15 "169" 


Teisingas yra C atsakymas. A 
(11) formulėje įrašę cos?Qa=1-sin?a arba sin'a-1-cos'a, 
gauname formules: 
cos24 =1-2sinža, cos2a-2cos?a-1. 
Iš šių formulių galima apskaičiuoti cos? a ir sin? a, kai žinomas 
cos 20: 


cos? Q = Tiesto , - (14) 
sin? a = 1- cos20 esie : (15) 


(14) ir (15) formulés vadinamos laipsnio mazinimo formu- 
lémis. 

Išvesime formules, kurios visas trigonometrines funkcijas iš- 
reiškia pusės argumento tangentu. 


s a . . (00 s 
Kadangi cos? 9 — sin? € = cosa, sina = 2sin X cos € ir 
2 2 2 2 

20, . 30 : : VT 
cos y +sin e 1, tai galima užrašyti: 

2sin 0085 cos? 5 —sin? A 

sin a = ———*——É- ir cosa = — A 

20, 20 2 : 20 + 
cos? = + sin? = cos? = + sin? = 
2 2 2 2 


Dešinėje lygybiu pusėje esančių trupmenų skaitiklį ir vardiklį 


padaliję iš cos? 2 , turime: 


2tg2 
sina = —À ; (16) 
2 — 
l+tg 2 
1-2 
cosa = ——À A (17) 
2 — 
1+tg 2 
(16) formule padalije i$ (17) formulés, gauname 
2tg2 
tga=——2 | (18) 
1 sig 
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1-cos20+sin204 | 
1+c0s20. +sin 2a 
Sprendimas. Iš (14) ir (15) formulių turime: 1—cos2a = 2sin? o, 
1+cos2a =2cosža. 
Tuomet 


2 pavyzdys. Irodykime tapatybę 


tga. 


1-cos2a +sin20 _ 2sin?a+2sin acosa | 
1l1+cos2œ+sin2œ 2cos? a. +2sin acosa 


2sino.(sina+cosa.) sin 
= m X tgo. A 


2cosa(cosa+sina) cosa 


cos? 20. — 4cos? a +3 


cos? 204 +4cos? 0-1 ` 
Sprendimas. Pritaikę laipsnio mažinimo formules, gauname 


3 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 


cos? 2a 4. 140820 43 


cos? 2a —4cos?a 3 | 
cos? 2a +4 cos? a —1 


cos! 2o, 4.00828. 


2 
_ cos” 2a -2cos2a +1 | (cos2o. — 1) , 
cos? 2a +2c0520 +1 (cos2a +1) 


_ (1-cos20) (2sinž a) 


-tg'a.A 
(1^ cos 2a) (2cos? a) 


4 pavyzdys. Apskaiciuokime cos 20, kai 4 tg? à. — 29 tg a+7=0 
ir T<a< žr ; 
Sprendimas. Pažymėję tg à. — y, gauname kvadratinę lygtį 4y? - 


-29y * 7 2 0, turinčią sprendinius y, = i 


tas yra didėjanti funkcija, tai iš sąlygos 1 «a« 2 isplaukia, kad 


ir y,=7. Kadangi tangen- 


T T , 
LUN Is is = 1 
tg 1, todé 


0O<tg a<1. Vadinasi, kvadratinės lygties sprendinys y, tinka, o y, 
netinka. Todėl tg a= i 
Pritaike (17) formule, gauname, kad cos2a = 


2 
- x | 15 
Tuomet c0520 = ==. A 


tg n«tg ateo. Bet tg 1-0, tgo = tg| n+ 


1-tg?a 
1+tg?a 
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Pratimai 
7.31. Apskaičiuokite: 


1) sin2a, cos20, kai sina = 0,9 irae o 5) 
2) sin2a, cos20, tg2a, kai cosa =- ir sina »0; 


3) sin4a, cos40, tg4a, kai sin20=-0,6 ir ae ki di 

4) tg2a, kai tga =-2. 

7.32. Lygybė 2sin4a (cos* 20 — sin* 2a) =sinka yra teisinga su 
bet kuriuo o, kai k= 

A 2; B3; C 4; D 6; E 8. 

7.33. Apskaiciuokite: 


6sina -"7cosa +1 . [vi 
tg--4; 
1) 8sina +9cosa-1’ kar 83 > 
2sin2a -3co0s 20 : 
kai tga=3; 
> domina cosi" 43; 
1-2sin? € a 
3) 1+sina s Aet Wy ™ 


4) sin? > + cos? T + sin? E + cos? A ; 


7.34. Apskaiciuokite: 


1) sin2o, kai 4sin* a. +3sin20 = 4cos? 0, uE z); 


2) cos2a, kai 3ctg”0+7ctg0a+2=0, EE 


3) sin2a, kai 2tg%0-7tga+3=0, E F) 
174 


2) 3+4c0520” 


kai ctg?^a -3ctga - 10-0, ae (07). 


7.35. Suprastinkite reiškinius: 
1) 6sin?2a -1-cos4a ; 

2) cos? 2a — 3sin? 2a — cos 4a ; 
3) 1- cosl- 8a) - cos? (n - 40) ; 


4) sim (Ste esi Cu. 
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5) cos* œ —6cos? asin? a +sin* a; 6) 1—cos*o + isin' 20. —sin? a; 


1+sina—2sin*| 45°- € | 
7) = 


: 8) sin* a. cos* 0. sin! 20; 


Q 
4cos 2 
sina +sin € " 
9) D 10 2(1 + sin 20 — cos 20) 
1+ cosa + cos% X sin a(sin & + cos 01) 


7.36. Irodykite tapatybes: 
2sin20-—sin4a |, >, 
D 2sin20.+sin4a . tgo; 


sin? (30? +a)-sinž (30? - a.) - xxn 2o. 


l+sin2a , (m L 
c0s20 (že) 


2 


— 


3 


w 


4) l-2sin'g l-tga, 
l-sin2a  1+tga” 


5) cos404+1 1 


= Żsin 40 : 
ctga-tga a” 
(32 a) ¿05/11 , 0). Y2 gin a. 
6) cost (s d cos 3 +5) 9 ny; 
3tg? “+ 10tg2+3 
7) —2 2 -—3+5sina. 


lego 


7.7. PUSĖS ARGUMENTO TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 


7.6 skyrelio (14), (15) formulėse a pakeitę į 2 gauname: 


20 1+c080 . 5,0 1l-cosa 
cos amas AEG sin 2 2 : (19) 


LPS 1+cosaū 
cos, x ren A (20) 
sin = + pem : (21) 
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Iš čia 


(21) lygybe panariui padalije i$ (20) lygybés, turime: 


NIE cosa 
tes 2 "Vl+cosa' nd 


Norint parinkti ženklą (20) - (22) formulėse, užtenka žinoti, ku- 
riame ketvirtyje yra argumentas A 

(20) - (22) formulés vadinamos pusés argumento trigonomet- 
rinių funkcijų formulėmis. 

1 pavyzdys. Apskaičiuokime sin€ ; cos€ ir tg € , kai 

3 3n 2 2 2 

sina = -= ir q << 21. 

Sprendimas. Kadangi E «a «2m, tai 3t « 2 «n. Taigi a yra 
II ketvirčio kampas ir cos S « 0, sin? »0, € « 0. Vadinasi, trigo- 
nometrines funkcijas sin? j cos = ir tg) apskaiciuosime pagal 
formules 


sin 2 = 1- eosa, TEM [+ cosa tg% - [cosa 
2 > ”2 1+c080 * 


T " 3 
Kai sina=-Ž ir Nd tai cosa =ywV1-sin? a = 


E | 29 sė ad 
al 25 ^5 Tuomet sin; -(1—- 
r 
4 == „A 
cos 3 0,9, 


2 pavyzdys. Įrodykime, kad 
Ji +cosa +V1-cosa _ es(2^ 3i le A 
Ji +co0s0 -J1— cosa 2 4 ai T<a<2r. 


Sprendimas. 18 (20) ir (21) formuliu isplaukia, kad 


X414 cosa = r Vl-cos4 = 


a“ 
2 E 
COS 9 


„0 
2 sino 


Kai n<a< 2r, tai qe 5 <n. Taigi a — II ketvirčio kampas ir 


Q 


cos = g 
2 


„0 
Ssinz|-sinz. 
2 


a „a . 
cos= «0, sinc >0. Tuomet =-cosŠ ir 2 


2 2 2 
Kairiąją nagrinėjamos lygties puse perrašome taip: 
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a EU . Q [] a a 

—42 cos Š + J2 sin Sinc—-cos—  cos=—sin-— 
2 2. 2 B 2 2 
a . Q . Q [v] a . Q 

—42cos = — 42 sin = Sin—-4cosc  coscl-sinc: 
2 2 2 2 2 2 


Skaitiklį ir vardiklį padalije iš cos% +0, gauname: 


cos € — sin X lo 


2 "9 EE —— — 
a a a a T a 
cos 7 +sin> 1+tg5 A ig t 


1-tg5 1-tgztg5 


Ž 1 = ctg Qn 
to[ 7. 0 2 +4 
5172 
Tapatybė įrodyta. A 


Pratimai 


7.37. Apskaičiuokite sin 5 S cos ir tg) , kai 


1) a=30"; 2) a= 
3) cosa =0,6 ir 0<a<5; 4) tga = 35 ir <a < ST, 


7.38. Parinkite tokią M reikšmę, kad lygybė Iteosa - = Mc ctg 9 2 
bütu teisinga. 


Al; B1; C 0; D -1; E - 


7.39. Apskaičiuokite: 


NL 


1) etga.- tg, kai sina =--> ir n«o«3; 


5 


14132cos*15?—10—843 
3) cosa, kai sin 5 = 3v2- 43 ; 


4) sin? kai sina = 295 ir 450° «a < 540°. 


2) 


7.40. Suprastinkite reiskinius: 
2) 1- cos 20. 
sin 20. 


1) 2sin? S cosa; 


1-cos(30*+20) 
1+cos(30% +20.) ' 


5) (rre ett; 


4 


6) (Lesia? — [sin S, kai 0<a<180". 


7.41. Įrodykite tapatybes: 


1- cos € + cosa 
1) 1+sina = 2cos? T.H ; 2) e M C 
4 2 ; . Q 2 
sin A — sin = 
2 
us. 0 
) l+cosa-sind gg. 4) Mad Mens NN 1 deus 
1- cosa. —sinQ 2 cos «sin. cos 0 
5) 108% - ^ sin2a; 
te Z-—tg= 
cB, 85 


6) (cosa —cos)? +(sin a. -sin f)? = 4sin? e ; 


¿Long 2 = -l (3 -4cos2a+cos4a) ; 


7) sin 9 CoS 27128 


7.42. Funkcijos išraiška f(x) = cosí 3 +sin* A . Apskaičiuokite 
fo), kai sina = E ; 


7.43. Funkcijos išraiška f(x)= Bt Acoste tear . Apskaičiuoki- 
1 3-4cosx+c0s2x 
a — 


te f(o), kai tg) E 
7.8. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ SUMOS 
KEITIMAS SANDAUGA 


Trigonometrinių funkcijų suma ir skirtumą keičiame sandauga, 
naudodamiesi formulėmis: 


sina +sinp = 2sin “FP cos ED, (22) 
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a-B_ a+B 


sina —sin p = 2sin g 9973 (23) 
T NUTS Lond me Le (24) 
2 2 
cosa — cos = -2sin 97 P sin 8 B (25) 


2 
Įrodykime, pavyzdžiui, (22) ir ". formules. Para&ykime argu- 
mentu sumos ir skirtumo sinusu formules: 


sin(x + y) = sin x cos y + cos xsin y, 
sin(x — y) = sin xcos y — cos xsin y. 
Sudéje ir atéme panariui šias dvi lygybes, gauname: 
sin(x + y) + sin(x — y) = 2sinxcos y, (26) 
sin(x + y) - sin(x — y) = 2sin ycosx . (27) 


Pažymėkime x 4 y - à, 0 x - y - B. Tuomet y. 97P ir „EB 


Šias reikšmes įrašę į (26) ir (27) formules, ir gauname (22) ir (23) 
formules. 


1 pavyzdys. Reiškinį sin a - cos o. pakeiskime sandauga. 
Sprendimas. Iš (22) - (25) formulių matyti, kad, norint reiškinį 
sin & — cos & pakeisti sandauga, kurią nors iš funkcijų reikia redu- 


kuoti, pavyzdžiui, sina = vos[ž-0), Tuomet galėsime pritaikyti 
(25) formulę: 
Toro 


T eif --(t 
sin a -cosa — cos| Z-a -cosa = -2sin 2 sin 2 E 
2 2 2 
2-9 aul. uL. ERB : „A 
= 2sin sin į J sin y a) VZsin(a jj A 


2 pavyzdys. Reiškinį sin c+sin 4o. sin 70 pakeiskime san- 
dauga. 

Sprendimas. Pirmąjį ir trečiąjį démenis sugrupuojame ir jų su- 
mą pakeičiame sandauga, taikydami (22) formulę: 


sin & + sin 4a + sin 7a = (sin a +sin70) + sin 40 = 


= 2sin 4a cos3a + sin 40 = 2sin4a cosdo 2 = 


3a+60° 3a-60* _ 
2 cos 2 = 


= 2sin 4a(cos3a + cos60” ) = 4sin 40.cos 
= 4sin 4a.cos (1,50 + 30°)cos (1,50 - 30°). A 
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3 pavyzdys. Reiškinį 1-3 tg? a pakeiskime sandauga. 
Sprendimas. 1-3tg*%a =3 5 -tg?a |= 3(tg?30* - tg^a) = 
= 3(tg30? -tga)(tg30°+tga)= 


- 3 Sin 30° cos a — cos 30°sin a sin 30°cosa + cos30”sina _ 


cos30? cos a cos30? cosa 
ŽŽ sin (30? — a)sin (30? + a) i sin (30° + æ )sin (30? — a) " 
i Ž i cos? Q í 
Es cos? a 
2 
Pratimai 
7.44. Apskaiciuokite: 5 
3 cosa ; T 
1 75° 15°; 2 k ==; 
) xs + s í B ) 10(cos7a + cos5o)' a a= 36 
3) Dorota ; 4) 2 cos 20° cos 40°- cos 20°; 
sin 70° 
sina — 2sin 2a + sin 3a : 
kai tga=3. 
) cosa —2cos2a + cos3a ' a uae? 
7.45. Reiškinius pakeiskite sandauga: 
1) sin 2a. sin 4a + sin 6q; 2) cos à. cos 3a. cos 70; 
3) sin 26“ + sin 34" + sin 60°; 4j A BAA, 
ina 17 2(cosa + cos3o) 
sin 43? + sin17? 
5) 2cos139 4 3sin 775 * 6) 142 cos œ+ cos 201; 


7) (sin 20. +sin 4a)? + (cos 2a. cos 40)?; 
8) sin(7a + B) + sin(x + B) + cos 3o; 9) J3 tga -1; 
10) 1-4 sin?o; 11) 3-4 cos? a. 


7.46. Irodykite tapatybes: 


2 2 4cos20 _ 

1) — - : 

sina singa singa 
2) RA L tg(45°+a); 

cosa — sin a 

sina + sin3a + sin 5a 
3) 

cosa +c0s3a + cosha 


=tg30 ; 


4) sina + sin 30 + sin 50 +sin70 
cosa +c0s3a + cos 50 + cos7a 

5) cos 7a. — cos 8q — cos 9a + cos10a = etg 
sin 70 — sin 8a — sin 9a + sin 100 


-tg4a; 
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6) cos11a +3cos9a +3cos7a + cos5a =8cos8acos* a ; 

7) sin +cosa—sin(u- $ vena g Jue Gene $5: 

8) 1+c0s a+ cos20. + cos3a 
cosa +2cos* 4-1 


=2c050; 


9) sin 2a + cos 2a — cos60 — sin 604 
sin 4a. --2sin? 20 -1 
10) cos70? + 8 cos 20? cos 40° cos 80? = 2cos? 35? , 


= 2sin2a ; 


7.9. TRIGONOMETRINIU FUNKCIJŲ SANDAUGOS 
KEITIMAS SUMA IR SKIRTUMU 


Panariui sudéje jau nagrinétas lygybes 
sin &cosß + cosa sin = sin(a--B) ir 
sin a.cosp — cosa sin D = sin(a — B), 
gauname: 
2sin acosf = sin(a + B) + sin(a - B); 
i8 Cia 
sin a.cosp = 3 Sin(o.* B) +sin(a— B). (28) 


Analogiškai panariui sudėję ir atėmę dar dvi irgi anksčiau nag- 
rinėtas lygybes 
cosa. cosB  sinasinB = cosía —B) ir 
cosa cos — sin asin = cos(a + B), 
turime dvi formules: 


cosa cos = Z cos(a —B)+cos(4+B)), (29) 


sin osinB => (cos(a -P)— coslo +B)) . (30) 
(28)- (30) formulės naudojamos norint trigonometrinių funkci- 
jų sandaugą pakeisti jų suma arba skirtumu. 
1 pavyzdys. Apskaiciuokime sin 20°cos 50°sin 60?cos 10°. 
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Sprendimas. Kadangi sin 60? — «08 remiantis (28) formule, 


B A o ra TNT oW LU e s 41 
| sin 20°cos50° = 5 (Sin 70" + sin (-30 )) = as» 70°— 5 ) 
tai B 2 
sin 20?cos 50° sin 60?cos 10? = d (s "709? — 2) cos 10° = 
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=e sin70°cos10°— jose - 3 2 (sin 80* +sin 607)- 2 cos 10-]- 


i (sin 80? + sin 60? — cos10?) = n sin (90° -10°)+ 7 A — cos wp 


(eos "n ceno )- 3 


8 16: A 


2 pavyzdys. Irodykime tapatybe 
sin? 2,50. — sin? 1,50 
cos3acos 204 +sin 4asin 4 


= 4sin? a. 


Sprendimas. Kadangi sin*2,504 = id -cosbo) ir sin?1,50 = 


sin? 2,5a — sin? 1,50 


—(1-cos3 ———— - 
-$ cosdo], tal cos3a cos 20 + sin 4a. sin & 


3- cos5o -1+ cos30) 


L (cos 5a c cosa) + 1 9 (cos 3a. — cos 50) 


.€0s3a-cosba _ —2sin-a)sin4a _ sinasin4a _ 


cos3a + cosa 2cosacos2a0 ^ cosacos20 | 
_ 2sinasin2acos2a  2sinasin2a _ 4sin asin acoso „> 
- - = =4sin"a. A 
cos a cos 20 cos o. cosa 

& Pratimai 

7.47. Apskaičiuokite: 

1) 2 sin 10? sin 40%+c0s 50% 2) sin 18? sin 545; 

3) 1 -2sin 705; 4) sin 10° sin 30° sin 50° sin 70°; 

2 sin 10? 


5) sin 84? sin 24? sin 48? sin 12“. 
7.48. Įrodykite tapatybes: 


1) cos2a + 2sin ati sin a-i po: 


2) 4sinasin(60*- a)sin (60*-- a) = sin3o ; 


3) sin? a —cos(30* +0)cos(307 - a) = A —cos2a ; 
4) sinasin(f — o) +sin? P - a |=sinž = B 2) 
5) cos? (45? — a.)- cos (din +0)- cos P sin (75° - 20.) = sin2a . 
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skyrius TRIGONOMETRINÉS LYGTYS 
IR NELYGYBÉS 


8.1. ATVIRKŠTINĖS TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 


1. Funkcija y= arcsin x. Funkcija y = sin x apibrėžta intervale 
D=(-o; +00), jos reikšmių aibė E=[-1; 1]. Si funkcija yra neap- 
gręžiamoji, nes bet kuri tiesė y = a (la| < 1), lygiagreti su ašimi Ox, 
funkcijos y= sin x grafiką kerta daugelyje taškų, vadinasi, tą pačią 
reikšmę y=a funkcija įgyja daug kartų. Išskiriame iš apibrėžimo 
srities atkarpą E z]. Šioje atkarpoje funkcija sin x įgyja visas 
reikšmes iš atkarpos [- 1; E: ir kiekvieną reikšmę - tik vieną kar- 
2 $ funkcija y -sin x yra apgręžiamoji. 


Jos atvirkštinė funkcija vadinama arksinusu ir žymima 
y=arcsinx. Sios funkcijos D(arcsinx)=[-1; 1], E(arcsinx)- 


tą. Taigi atkarpoje E 


-[- A z]. Kadangi atvirkštinių funkcijų grafikai yra simetriški 


tiesės y=x atžvilgiu, tai arksinuso grafiką gausime funkcijos 


y=sinx grafiko dalį, esančią atkarpoje E z], simetriškai at- 


vaizdavę tiesės y - x atžvilgiu (8.1 pav.). 
Norėdami apskaičiuoti konkrečią arksinuso reikšmę, pavyzdžiui 


arcsin m (|m| <1), turime rasti kampą a iš atkarpos E z], ten- 


kinanti sąlygą sin a2 m. 

Dar karta akcentuojame, kad 
kampas arcsinm(|m|<1) apibrėžia- 
mas dviem sąlygomis: 

1) jo sinuso reikšmė lygi m; 


y- = arcsinx 


2) jis priklauso atkarpai E 2 d 


Pavyzdžiui, aresin5=2, nes 
sinf =} ir Ze |--Z, Y 
6 2 6 2 2V 


Iš arcsin m apibrėžimo išplaukia, 
kad sin arcsin m = m. 
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1 pavyzdys. Įrodykime, kad arcsin( - m)- -arcsin m. 

Sprendimas. Pritaikę arksinuso apibrėžimą, apskaičiuojame 
sin arcsin(- m) - -m, sin( -arcsin m)= -sin arcsin m= -m (prisi- 
minkite, kad sin x yra nelyginė funkcija, todėl minuso ženklą gali- . 
ma iškelti prieš funkcijos simbolį). Iš to, kad dviejų kampų sinuso 
reikšmės yra lygios, dar negalima daryti išvados, jog ir patys kam- 


pai yra lygūs. Pavyzdžiui, sin30?- i ir sin150° = i, nors 

30? + 150*. Norėdami įrodyti reikiamą lygybę, turime nustatyti, kad 

tie kampai priklauso tam pačiam intervalui, kuriame funkcija kiek- 

vieną reikšmę įgyja tik vieną kartą. Šį sykį toks intervalas yra 
T 


Ė zj. Iš antrosios apibrėžimo sąlygos išplaukia: 


T A Ü z T 4 T 
—= <arcsin(-m) <= ir -= < arcsinm < =. 
2 2 2 2 


Antrąją nelygybę padaugine iš - 1, gauname E < -arcsin m < 


IA 
tola 


Taigi kampai arcsin( - m) ir -arcsin m yra toje pačioje atkar- 


poje. Lygybė įrodyta. Pavyzdžiui, arcsin i. = -aresin Y =p 

2 pavyzdys. Apskaičiuokime cos arcsin m. 

Sprendimas. Pritaike formule cosa =z+yY1-sin?*a, turime: 
cosarcsin m = 41 — sin? arcsinm 2 J1-m? . 

Prieš šaknį parašėme pliuso ženklą, nes arcsin m priklauso at- 
karpai E: z] „o šioje atkarpoje kosinuso reikšmės yra teigiamos. 

2. Funkcija y=arccosx. Žinome, kad funkcijos y= cos x 
D=(-o; +00), o E=[-1; 1]. Ši funkcija taip pat yra neapgręžiamoji, 
nes bet kuri tiesė y=a (|a| <0), lygiagreti su abscisių ašimi, funk- 
cijos y= cos x grafiką kerta daugelyje taškų, vadinasi, tą pačią reikš- 
mę y=a funkcija įgyja daug kartų. Išskyrę iš apibrėžimo srities 
atkarpą [0; x], matome, kad šioje atkarpoje funkcija y= cos x kiek- 
vieną reikšmę įgyja tik vieną kartą, be to, ji įgyja visas reikšmes iš 
atkarpos [- 1; 1]. Jos atvirkštinė funkcija vadinama arkkosinusu 
ir žymima y= arccos x; D(arccos x)=[-1; 1] ir E(arccos x) - [0; m]. 

Arkkosinuso grafiką gausime funkcijos y=cos x grafiko dalį, 
esančią atkarpoje [0; x], simetriškai atvaizdavę tiesės y = x atžvilgiu 
(8.2 pav.). 

Kampas arccos m(|m| <1) apibrėžiamas dviem sąlygomis: 

1) jo kosinuso reikšmė lygi m; 

2) arccos mel[0; n]. 
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y = arccosxi 
I 


8.2 pav. 


1 sq 7 
Pavyzdžiui, arccos- 2 => nes cos% = 5 ir 3 € 0; T. 


Iš apibrėžimo matyti, kad cos arccos m = m. 

Analogiškai lygybei arcsin( - m) - -arcsin m įrodoma, jog tei- 
singa tokia lygybė: 

arccos(-m) = n — arccosm . 
"- 1 1 x 2n 

PavyzdZiui, arccos JE 27^7-373- 

3. Funkcija y=arctg x. Ji yra atvirkštinė funkcijos y=tg x 
funkcija ir sudaroma analogiškai arksinusui, išskyrus funkcijos 


-tgx apibrėžimo srities intervalą E 3i Funkcijos y - arctg x 


2 2 
D(arctg x) 2 (—9oo; +00) ir Elaretga)= [- 


>) Jos grafikas pavaiz- 
duotas 8.3 paveiksle. 


2' 3 


y=arctgx 


nia 


A re = 


8.3 pav. 
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y =arcctgx 


8.4 pav. 


Kampas arctg m (meR) apibrėžiamas dviem sąlygomis: 
1) jo tangento reikšmė lygi m; 
2) arctg mel-ž 2 2 
Iš apibrėžimo išplaukia, kad tg arctg m = m. Analogiškai arksi- 
nuso atveju įrodoma, kad 
arctg( - m)= -arctg m. 
4. Funkcija y=arcctg x. Jos grafikas pavaizduotas 8.4 pa- 
veiksle. D(arcctg x)=(-0; +00), Elarcctg x)=(0; n). 
Kampas arctg m (meR) apibrėžiamas šiomis sąlygomis: 
1) jo kotangento reikšmė lygi m; 
2) arcctg me(0; n). 
Teisingos tokios lygybės: ctgarcctg m=m, arcctg( - m) - n— 
-arcctg m. 
3 pavyzdys. Apskaičiuokime cos arcsin  —arecosz . 
Sprendimas. Pritaikysime formule cos(4-B)=cos 4 cos P+ 
+ sin a sin f. Tuomet 
N^ 1) 
cos(aresin z -arccos 3 
1 


2 1 2 
=cosarcsin 5 3 COS arccos% +sin arcsin £ 3 sin arccos qe 


E? 4 abi i; 243). 


J5 
Atsakymas. 12 (1 + 243) „A 
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4 pavyzdys. Apskaičiuokime tg arctg > + arctg i i 


Sprendimas. Pritaike formule tg(a + B) = xai , gauname: 
1 tg arctg} +tg arctg 5 + E 
(area 2 UOS 3 ) 1- tgarctg | tgarctg i j 1- 1,1 e 
2 3 23 
Pratimal 


8.1 (VBE, 1999). Duoti skaiciai a = arccos B, b= arocos|—2 } 
c= arccosž . Išdėstykite a, b ir c didėjimo tvarka. 
Aa<b<c; Be<b<a; Cb<a<c; Da<c<b; Eb<c<a. 


8.2. Apskaiciuokite: 


a 2 + 2), p L 3). 
1) sin arecos y +aresin |; 2) cos[ arcsn q +arctg A; 
3) s| arsin | 4) no 21 


5) E arceos(- E )) 6) cos (2 arctg/3) : 


8.2. PAPRASCIAUSIOS TRIGONOMETRINES LYGTYS 


Trigonometriniu lygčių yra labai įvairių, tačiau visas jas spręs- 
dami pertvarkome į paprasčiausias trigonometrines lygtis, t. y. į 
sin x-a, cosx-a, tgx=a, ctgx=-a; 
čia a — realusis skaičius. 
Paprasčiausios trigonometrinės lygties sprendiniu vadinama to- 
kia x reikšmė, su kuria duotoji lygtis virsta teisinga lygybe. Pavyz- 


džiui, trigonometrinės lygties sinx -i sprendiniai yra x= 30“, 
x= 150°, x 2 390? ir t. t., nes sin 30?- sin 1507 = sin 390*= 5 


Norint išspręsti trigonometrine lygtį, reikia rasti visus jos 
sprendinius. 

Išnagrinėkime, kaip sprendžiamos paprasčiausios trigonomet- 
rinės lygtys. 
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1. Lygtis sinx=a. Aišku, kad lygtis sprendinių neturi, kai 
|a| » 1, nes su visomis realiomis x reikšmėmis |sin x| <1. Tarkime, 
kad la | € 1. Lygtį sin x - a išspręsime, rade funkcijos y - sin x gra- 
fiko ir tiesės y - a visu susikirtimo taškų abscises (8.5 pav.). Iš tik- 
ruju ieškoti visų susikirtimo taškų abscisiu nereikia. Norint suZino- 
ti visus lygties sin x=a cal <1) sprendinius, užtenka rasti šios 
lygties sprendinius bet kuriame 2r ilgio intervale, nes sinuso perio- 


n. 3T 
das lygus 2n. Patogu pasirinkti atkarpą E al; jai priklauso 
atkarpa E: z] , kurioje apibrėžėme arksinuso funkciją. Kaip ma- 


T, 3n 
tyti iš 8.5 paveikslo, atkarpoje E zl sprendiniai yra kampai 
a =arcsin a ir &,- t — arcsin a, nes ju sinuso reikšmė lygi a. 


8.5 pav. 


Visų ieškomų kampų aibė gaunama, prie dviejų rastų kampų 
didumo pridėjus bet kurį sveiką skaičių sinuso periodų 2m. Taigi 
lygtis 

sinx=a (la| 1) 


turi dvi sprendiniu aibes: 


x — arcsina + 2n , keZ (1) 
ir 
x = r-arcsina * 2n& =-arcsina ^ n(2k +1), keZ. (2) 
Abi jas galima išreikšti formule 
x =(-1) arcsina + nk , keZ. (3) 


Iš tikrųjų, kai k yra lyginis skaičius (k= 2n), (3) formule virsta (1) 
formule, o kai k nelyginis skaičius (k = 2n + 1), iš (3) formulės gau- 
name (2) formulę. Kaia =0,a=1 ir a= - 1, (3) formulė įgyja papras- 
tesnę išraišką, būtent: 


kai sin x=0, tai x^ nh, keZ; (4) 
kai sin x- 1, tai x-5 2n, keZ; (5) 
kai sin x=.—1, tai x--5-2mh, keZ; (6) 
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Pavyzdžiui, lygties sinx -i sprendinys yra x = (-1)* arcsin $ + 


«RÀ =(-1) gms keZ, 
arba 
x =(-1)*307+180*k, keZ; 


J2 


lygties sinx = Se sprendinys yra x =(-1)* arcsin iJ. nh = 


- (0 3 + nk =(-1)**! ema „keZ, 
arba 
x =(-1)**145+180% , keZ; 


lygties sin 3x=1 sprendinys yra 3x = A +2nk, x = Em , keZ. 
2. Lygtis cos x - a. Si lygtis taip pat turi prasmę tik tada, kai 


la | € 1. Spresdami ja, pirmiausia randame sprendinius, esančius at- 
karpoje [- 1; x], nes šios atkarpos ilgis lygus funkcijos y = cos x pe- 
riodui 2r ir joje yra atkarpa [0; x], kurioje apibrėžėme arkkosinuso 
funkciją. 

Kaip matyti iš 8.6 paveikslo, lygties cos x=a (|a| « 1) sprendi- 
niai yra kampai œ= -arccosa ir O,=arccosa, nes jų kosinuso 
reikšmė lygi a. Visų ieškomų kampų aibė gaunama, prie dviejų ras- 
tų kampų didumo pridėjus bet kurį sveiką skaičių kosinuso periodų 
2r. Taigi lygtis cos x=a (|a | < 1) turi dvi sprendinių aibes (8.6 pav.): 


8.6 pav. 
x=arccosa+2nk, keZ (7) 
ir 
x=-arccosa +21k, keZ. (8) 


Sujungę (7) ir (8) formules, gauname bendrąją lygties cos x=a 
sprendinių formulę 
x = tarccosa * 2n£ , keZ. (9) 
Kaia-0,a-1ira- - 1, (9) formulė įgyja paprastesnę išraišką, 
būtent: 


kai cos x=0, tai x=>5+mk, keZ; (10) 
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kai cos x=1, tai x= 2nk, keZ; (11) 
kai cos x= - 1, tai x=1(2k+1), keZ; (12) 


Pavyzdžiui, lygties cos3x -i sprendinys yra 
1 x. 
3x = *žarccos > +21nk =21k tg : 


iš čia x =2 nk Es keZ; lygties cos(30”-x)=1 sprendinys yra 
30° —x=360%, x= - 360% +30", keZ, arba x=360*k +30", keZ. 


3. Lygtis tg x - a, acR. Lygties sprendinys intervale i E 
yra kampo didumas arctg a, o visu ie$komu sprendiniu aibé gauná- 
ma, prie šios reikšmės pridėjus bet kurį sveikąjį skaičių tangento 
periodų p. 
Taigi lygties tg x -a bendrasis sprendinys yra 
x-arctg a^ nk, keZ. (13) 


4. Lygtis ctgx-a, acR. Lygties sprendinys intervale (0; 1) 
yra kampo didumas arcctg a, o visu ieškomų sprendinių aibė gau- 
nama, prie šios reikšmės pridėjus bet kurį sveikąjį skaičių kotan- 
gento periodų m. 

Taigi lygties ctg x=a bendrasis sprendinys yra 

x-arcctg a+Tk, keZ. (14) 


B 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtį cos (x? +2)= PE 
Sprendimas. Pritaike (9) formule, gauname 


> 


1? +2 = tarccos VŽ + 27k, x? 4+2=47+21b; 
iš čia x? = 217 +2mk, keZ. Kadangi turi búti -2+7 «mh >0, tai, 


išsprendę šią nelygybę, turime k 217 >0. Taigi k=1, 2, 3, .... 


Tuomet 
x= ¿25% «2, k=1,2,3,.... A 


2 pavyzdys. Išspręskime lygtį sin(x sin zx)- 1. 
Sprendimas. Pritaikę (5) formulę, turime 


: T 
Tsin TX = gtm, neZ; 
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iš čia sinzx- 5 +2n. Kadangi [sin nx| <1, tai turi būti 


Aslemsie-3«n«l. 


Šiai nelygybei tinka tik viena sveikoji reikšmė n = 0. Vadinasi, gau- 


name lygtį  sinnx= I „ todėl, remiantis (3) formule, 
nx =(-1)* aresin > +7k, keZ arba nx = (-1)* Š tn; 


iš čia x-CDieh, keZ. A 


3 pavyzdys. Raskime funkcijos 


y=/5x-4-x2 (1 — cos (2x (2x +31? ))) grafiko ir abscisių ašies susi- 
kirtimo taškus. | 
Sprendimas. Sių taškų abscisės randamos iš sąlygos 


45x -4- x? (1- cos (2n(2x +3x? ))) =0. 

Sandauga lygi nuliui, kai nuliui lygus pirmasis arba antrasis 
daugiklis, vadinasi, kai vV5x-4-x?=0 arba 1-cos (2n(2x L 
+3x? ) =0. 

Pirmosios lygties sprendiniai yra x=1 ir x=4. Spresdami lygtį 
1- cos (2n(2x +3x? ) =0, turime nepamiršti, kad pradinei lygčiai 
tiks tik tie jos sprendiniai, su kuriais turi prasmę pirmasis dau- 
ginamasis, taigi tie, kurie tenkina sąryšį 5x-4-x?>0. Sudarome 


tokią sistemą 
5x-4-x* >0, ar 


1 -cos(2n(2x +3x? )) ag“ cos (21(2x +3x? ) =1. 


Vadinasi, turime išspręsti lygtį cos (22 (2x +3x7 ) =1 ir atrinkti 
sprendinius, kurie priklauso aibei (1; 4). Lygties sprendinius rasi- 
me, pritaike (11) formule. Taigi 


2n(2x + 3x?) = 2nk, keZ; 
iš čia 3x2+2x-k=0. Šios kvadratinės lygties sprendiniai 


_ -1+41+3% 


X12= 3 egzistuoja, kai 1+3%>0, taigi kai k>0. Kadangi 


E La OR reikšmės nepriklau- 


-1+41+3% 
3 


né su viena k > 0 reikšme reiškinio 
so aibei (1; 4), tai reikia ištirti sprendinį . Jis turi 
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tenkinti salyga 


q ¿1 AN 1+3k VEB 4 e 4 < TFR <13 5 16<1+3% «169; 


iš fia 5<h<66. Galutinai: $51,224, x AN +3k -1), ke(5; 56), 


keN. Kai k=5 ir k=56, tai iš sąlygos x = (VIF3k -1) randame 
x=1 ir x=4. Todėl sprendinius galima sujungti ir užrašyti viena 
formule. 


Atsakymas. x= AN +3k -1), kel5; 561, keN. A 


Pratimai 
8.3. Įrodykite, kad lygčių sin? x =a? ir cos? x =a? (0 <a € 1) spren- 
diniai išreiškiami formulėmis 
x=žarcsina+1k, keZ ir x= tarccos a+Tk, keZ. 
8.4. Išspręskite lygtis: 


k B . T). Ana? „Allan. 
1) sin 2x5 ze0; i) 2) 1-4sin (5: Jur 


3) 3tg? mp), xe (1,5; 3); 4) sin(x cos 2x)= 1; 
5) cos(x cos nx)- 1. 


8.5. Raskite funkcijos y = 46x -8 - x? sin (n(2x +5x? ) grafiko ir 
abscisių ašies susikirtimo taškus. 


8.3. TRIGONOMETRINIŲ LYGČIŲ SPRENDIMO METODAI 


1. Kintamųjų keitimo metodas. Lygtį pertvarkome taip, kad 
joje būtų tik vieno pavadinimo trigonometrinė funkcija. Tuomet šią 
funkciją pažymime naujuoju kintamuoju ir gauname įprastą algeb- 
rinę lygtį, pavyzdžiui, kvadratinę lygtį. 

1 pavyzdys. Išspręskime lygtį 4cosžx+4sinx-1=0. 

Sprendimas. Pasinaudoję formule cosžx=1 -sinžx, gauname 
lygtį, kurioje yra tik viena funkcija sin x: 

4(1- sin? x)+4sinx-1=0. 
Atlike veiksmus, turime: 
4sin? x - 4sinx -3- 0. 
Pažymėję sin x 2 y, gauname kvadratinę lygtį 
4y? -4y -3-20, 
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kurios sprendiniai yra y, --i ir y, -Ž. Tačiau y, netinka, nes 
turi būti |sin x| <1. Vadinasi, lieka išspręsti vieną paprasčiausią 


trigonometrinę lygtį 


disc -5 =P aresin( -3 Je nk, keZ. 


2 6 
x- CD'S enk, keZ. A 


Kadangi arcsin( =; ]= —arcsin Lm , tai 


2-3sin x — cos2x =p 
6x! -nx 1? : 
Sprendimas. Pritaike formule 1-cos2x-2sin?x, turime 
cos2x =1-2sin? x . Tuomet pradinė lygtis tampa tokia: 


2 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


E CUN TRES 
2-3sinx cos2x _ o 2sin x 3sinx*l 6 


> 
6x? -nx — TŽ 6x? - nx - i? 


2sin? x -3sinx «41-0, 

e 
6x? - nx - 1? +0. 

Pažymėję sinx=y, gauname kvadratinę lygtį 2y? -3y 41-0, 


kurios sprendiniai yra y, =} ir y, =1. Dabar sudarome dvi lygtis: 


sinzcj e x-CD' Eenk, keZ, 
sinzx-lex-242m, kez. 

Dar turime nepamiršti reikalavimo 6x? - nx - m$? #0. 
Kadangi lygties 6x? - nx- 1? =0 sprendiniai yra 2 ir -2 , tai 
turi būti x + S irxz * . Vadinasi, iš sprendinių x =(-1) i nk ir 
=> +2m% aibės turime pašalinti x reikšmes, sutampančias su 5 
ir B . Su E nesutampa nė vienas iš gautuju sprendinių. Kai 
r 


2 
tosios lygties sprendiniai užrašomi taip: 


+2nk gauname x= Todėl galutinai duo- 


k=0, tai iš sąlygos x= 2 


x-CD'zem, keZ ir x= *ünh, keZ, ks 0. 


2. Skaidymo metodas. Šiuo būdu sprendžiamai lygčiai taiko- 
me trigonometrijos formules ir sukėlę visus AUS narius j kairiaja 
puse, išskaidome ja dauginamaisiais. 


3 pavyzdys (VBE, 2003). Keliuose taškuose susikerta funkcijų 
f(x)=sin2x ir g(x)=cosx grafikai, kai xe[ —m; n]? 


Sprendimas. Norėdami rasti funkcijų grafikų susikirtimo taš- 
kus, turime išspręsti lygtį sin2x=cosx. Kadangi sin 2x= 
=2sin x cos x, tai gauname lygtį 


2sinxcosx =cosx €» cosx(2sinx -1) =0; 


IS o g 5 1 A " T 
iš Cia cosx=0 arba sinx = 5. Vadinasi, x= +k arba 


x=(-1}7 ge čia keZ. I$ sprendinių aibės x = = E yrk, kai k=0 ir 
k= -1, gauname du atkarpos [- 1; 1] taškus 2 ir - Ž . Į sprendinį 
x =(-1) = +7k įrašę reikšmes k=0 ir k= 1, gauname dar du atkar- 


pos [- a; x] taškus 5 ir 23 Ta&kai, apskaiciuoti su kitomis k reik3- 
mémis, atkarpai [- 1; n] nepriklauso. 
Atsakymas. Funkcijų grafikai susikerta keturiuose taškuose. A 
4 pavyzdys. Išspręskime lygtį sin x = cos 3x. 


2 
T - -9«nl * | T Z 
(3) cos3x - 0 5 2sin( 2x Jin q +) 0e 


sin(1-2« )=0, 
sin[q+x)= 0; 


TIE D x =: 
iš čia 1 24 = Nk, ¿+ nk, keZ. 


Tuomet x=T- ink, x=-ī+nk, keZ. A 
3. Homogeninés lygtys sin x ir cos x atžvilgiu. Išnagrinė- 
kime lygtį 


Sprendimas. Kadangi sinx = cos( 7-1 „tai gauname lygtį 


e 


asin? x+bsinxcosx+ccostx=0; (15) 


čia a, b,c — realieji skaičiai. Jai būdinga tai, kad kiekvieno démens 
sinusų ir kosinusų laipsnių rodiklių suma yra vienoda ir lygi 
dviems. Tokia lygtis vadinama antros eilės homogenine lygtimi sin x 
ir cos x atžvilgiu. 
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Lygtis a sin x+b cos x=0 yra pirmos eilés homogenine, o lygtis 
asin? x+bsin* xcosx + csinxcos? x - dcos? x = 0 yra trečios eilės ho- 
mogeniné lygtis. 

Kai a=0, tai (15) lygčiai tinka lygties cos x - 0 sprendiniai. Ta- 
čiau, kai a z 0, šie sprendiniai jai netinka. Iš tikrųjų, i (15) lygtį 
įrašę cos x - 0, gauname a sin? x - 0. Bet, kai cos x - 0, tai sin x= +1, 
todėl gauname lygybę +a=0, kuri yra neteisinga, nes a +0. 

Ištyrę, ar lygties cos x= 0 sprendiniai tinka (15) lygčiai, taria- 
me, kad cos x z 0. Tuomet, abi (15) lygties puses padaliję iš cos? xx 0, 
gauname lygtį 


atgžx+btgx+c=0, 
kuri sprendžiama taikant keitinį tg x= y. 


5 pavyzdys. Išspręskime lygtį 3sinx-2cosx -0. 
Sprendimas. Kadangi cos x *0, tai, abi šios lygties puses pada- 
liję iš cos x, gauname lygtį 


3tgr-2=0 cs tge- d S x =arctg2+ nk, keZ. A 


6 pavyzdys. Išspręskime lygtį sin? x - sin2x -3cos? x =-2. 

Sprendimas.  Pritaikę formules  sin2x=2sinxcosx ir 
sin? x - cos? x 2 1, lygtį pertvarkome taip: 

sin? x +2sin xcosx —3cos? x = 2 (sin? x 4 cos? x), 
3sin? x - 28inxcosx-cos?x-0. 

Kadangi cos x z0, tai, abi šios lygties puses padalije iš cos? x, 

turime lygti 
3tg^x-2tgx-1-0. 
Pakeite tg x=y, gauname kvadratinę lygtį 
3y?+2y-1=0, 


kurios sprendiniai yra y, = - lir y, -i . Vadinasi, tereikia išspręsti 


dvi paprasčiausias trigonometrines lygtis tgx - -1 ir tgx -i Ju 
sprendiniai: 


x=- +kr ir x=arcdgL+kn, keZ. A 


Išnagrinėtieji trys trigonometrinių lygčių sprendimo būdai ne- 
aprėpia visų įmanomų lygčių tipų. Trigonometrinės lygtys gali būti 
labai įvairios — jose gali būti šaknų, logaritmų, modulių ir kt. Iš- 
spręsime du tokius pavyzdžius. 
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7 pavyzdys. Išspręskime lygtį 47 -cosx-6cos2x =4sinx. 

Sprendimas. Kadangi |cosx|<1 ir |cos2x|<1 ir tai 7-cosx- 
—6cos2x > 0 su visomis realiomis x reikšmėmis. Kairėje lygties pu- 
sėje yra aritmetinė šaknis, todėl lygtis turi prasmę, kai sin x>0. 
Abi lygties puses pakėlę kvadratu, gauname lygtį 

' - cosx - 6cos2x = 16sin? x, (16) 

kuri yra nagrinėjamos lygties išvada. (16) lygčiai pritaike formules 
cos2x =2cosžx-1 ir sin?x=1-cos* x, turime į lygtį 


4cos?x-cosx-3-0. 


- dei. us ; 3 
Iš jos apskaičiuojame cosx =1 ir cosx = 24: 


Kai cos x=1, tai x=21k, keZ. Su šiomis x reikšmėmis sin x= 
=sin 2xk - 0 ir sąlyga sin x 20 tenkinama. 


Iš lygties cosx = z gauname x= tarceos( -4 + 27k , keZ. Su 


šiomis x reikšmėmis 
; : 3 : 3 
sin x = sin| +arccos E t2mk |= +sin arccos xl 


Kadangi Ž < arccos( -$ ) T (8.7 pav.), tai sin(arecos(-4 ))> 0, 


-sin arccos -3 ) 0. 
Vadinasi, nelygybei sin x 20 tinka tos x reikšmės, kurios ap- 
skaičiuojamos pagal formule x= arccos( -3 }+ 2nk , keZ. 


Atsakymas. x -2nk, x = n-arccos 4 t 2nk = —arccos i + n(2k +1), 
keZ. A 
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8 pavyzdys. Išspręskime lysti 7 


T +|sin x|=0 = 


Sprendimas. Lygtis turi prasmę, e xz4. [sin x| perkėlę į kita 
lygties pusę, suvokiame, kad lygčiai 


sinx 


=-|sinx 
(x 5 4) | | 
gali tikti tik tos x reikšmės, su kuriomis sin x <0, nes dešinioji lyg- 
ties pusė visada neteigiama. Kai sinx<0, tai |sin x| = -sin x, ir 
duotoji lygtis virsta lygtimi 
sing =sinx 
(x-4Y ' 
ekvivalenčia lygčių visumai 
inx = x=nk, keZ, 
sinx =0, —3 
1 „9 FM e[x-5, 
(x -4y MUT ded 


IStirsime, kurios iš šių trijų reikšmių tenkina sąlygas x +4 ir 
sinx<0. Aišku, kad visos trys x reikšmės tenkina pirmąją sąlygą 
x+4. To negalima pasakyti apie antrąją sąlygą sin x<0. Kai x= nk, 
tai sin x = sin nk - 0, todėl ši x reikšmė tenkina nagrinėjamą sąlygą. 
Bet kai x2 3«m, t. y. 0<x<r, tai sin x » 0; vadinasi, x=3 netenkina 
sąlygos sin x <0. Ir galiausiai, kai x=5, t. y. n<x< 2n, tai sin x< 0. 
Taigi abi sąlygas x z4 ir sin x<0 tenkina šios x reikšmės: x= nk, 
keZ ir x=5. 

Atsakymas. x 2-5, x nk, keZ. A 


Pratimai 

8.6. Išspręskite lygtis: 

1) tg?x-3tgx+2=0; 

2) cosžx-sinx+2=0; 

3) Gcosžx-5sinx+5=0; 

4) 3sin?x—3c0s2x-12sinx+7=0; 

5) 2sin?3x +c0s? 3x ^ sin3x =1; 

6) cos12x -2sin?3x -1-0; 
cos? 6x - 2sin? 3x -3 

d. 36x? - r? -0; 

8) x — 3 (sin? x+3sinx+2)=0; 


9) J4- x? (2cos? x+sinx-1)=0; 


10) 2(sinx+cosx)+sin2x+1=0. 
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8.7. Išspręskite lygtis: 


1) sin3x - sinx ; 2) (VBE, 2001) 2cos? x - 3cosx ; 
n. sinf El ME x: 

3) cos(x +5 J=sin( 5) 4) sin *cosx 1; 

5) 2cos% =1+c05x; 6) 1-2sin*8x =sin4x; 


; T 
7) sin Ita roos(s+g +cosx=1; 


8) (VBE, pakartotinė sesija, 2001) sin? x+sin*2x=1; 
9) sin3x * sin7x = 2sin 5x ; 

10) sinx+sin2x +sin3x +sin4x =0; 

1D (VBE, 1999) tg!x - J3tgx -0; 

12) sin? 2x +sin? 3x +sin? 4x +sin?5x -2 ; 


13) V1 +cos4x sin x -2sin . 


8.8. Išspręskite lygtis: 

1) 2sinx-3cosx=0; 

2) (VBE, 2000) 3sin? x = cos? x; 
3) 2sin? x +Ssin 2x -cos?x =0; 

4) 1+6sin*5x = 4sin10x ; 

5) sin? x +5sinxcosx +8c0sžx =0; 
6) 10sin? x +5sinxcosx * cos? x =3; 
7) 2cos? x - cosx 2 2sin? x. 


8.9 (VBE, 2002). Kiek sprendinių turi lygtis (sin x- cos x)=1 


intervale [- 31; 1]? 


8.10 (VBE, pakartotiné sesija, 2002). Kiek sprendiniu turi 


lygtis cos? x+sinx cosx=1 intervale (- 1; 31)? 
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8.11. Išspręskite lygtis: 
1) Yl+sinx +cosx=0; 2) N9 - x? (2sin2nx 4 5cos nx) =0; 
3) 81“ 4817** =30; 4) log, ((x  10)cosx) = log, - + ; 


i 6) (x - 0,5) |sinx|+sinx - 0. 


osx 
B t z =|cosx 


a 


8.12 (VBE, 2004). 
1. Įrodykite, kad 2 cos 2x - cos?x 21-3 sin? x. 
2. Išspręskite lygtį 2 cos 2x ^ cos? x = 2 sin x, kai xe[0“; 360°]. 
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8.4. TRIGONOMETRINĖS NELYGYBĖS 


Paprasčiausios trigonometrinės nelygybės gaunamos lygtyse 
sinx=a, cosx =a, tgx=a ir ctgx=a lygybės ženklą pakeičiant 
ženklais >, > arba <, <. 

Pavyzdžiais parodysime, kaip šios nelygybės sprendžiamos nau- 
dojant vienetinį apskritimą arba funkcijų grafikus. 

1 pavyzdys. Išspręskime nelygybes: 1) sin x » 0; 2) cos x<0; 
3) tg x<0; 4) ctg x>0. 

Sprendimas. 1) sin x>0, kai kampas x yra pirmajame ir antra- 
jame ketvirtyje (8.8 pav., a), todėl 0<x<x. Kadangi funkcijos sin x 
periodas lygus 2m, tai prie abiejų šios nelygybės pusių turime pri- 
dėti 2nk. Taigi nelygybės sin x> 0 sprendiniai sudaro aibę (21k; 
Tx 2nk), keZ. 

2) cos x « 0, kai kampas x yra antrajame ir trečiajame ketvirtyje 


(8.8 pav., b), todėl ERE E Kadangi funkcijos cos x periodas 
lygus 2m, tai nagrinėjamos nelygybės sprendinių aibė yra 


n . 3n 
z t ?nk; 9 eme, keZ. 


3) tg x<0, kai kampas x yra antrajame ir ketvirtajame ketvir- 


tyje (8.8 pav., c), todėl 7 «x«m ir 2 « x «2n. Kadangi funkcijos 


tg x p lygus m, tai nagrinéjamos nelygybés sprendiniai su- 


daro aibę | 3 tns ud , keZ. 
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4) Analogiškai sužinome, kad nelygybės ctg x>0 sprendiniai 
(8.8 pav., d) sudaro aibę | nk; z+ |, kez. 

Paminėsime klaidą, kurią mokiniai dažnai daro spręsdami tri- 
gonometrines nelygybes. Sakykim, sprendžiame nelygybę cos x > 0. 
Kaip matyti iš 8.9 paveikslo, cos x » 0, kai x yra pirmajame ir ket- 
virtajame "14 Kartais šios nelygybės sprendinys parašomas 

3 


taip: 914247. Tai — klaida, nes nėra tokios x reikšmės, kuri 
būtų didesnė už S ir kartu mažesnė už 3 ; juk E > 2 Teisingas 


&ios nelygybés sprendinys yra toks: 


se [720 pus. kez. 


8.9 pav. 8.10 pav. 


2 pavyzdys (Bandomasis egzaminas, 1998). Išspręskime 
nelygybę sinx >5 : 


ddp n 1 būdas. Iš 8.10 paveikslo matyti, kad sinx > ; 


kai Ž<x<2T om todėl atsakymas yra xe (G+ 20 gm) keZ. 


6 6" 


2 budas. Nubraizome funkciju y-sin x ir y-i grafikus 
(8.11 pav.). 
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Nelygybei sinx >> tiks tos x reikšmės, su kuriomis funkcijos sin x 
grafikas yra virš tiesės y = UN Intervale [0; 2x] funkcijos sin x gra- 
fikas yra virš tos tiesės, kai xe E 5) todėl galutinai 


xe Z ank; ŠT 4 2 , keZ. 


Galéjome imti ir bet kurį kitą intervalą, kuriame sinuso grafi- 
kas yra virš tiesės y= 5 , pavyzdžiui, intervalą | -==; d Tuo- 


met atsakymą užrašytume taip: E t2mnk;- E + 21k ) kez. 


3 pavyzdys. Išspręskime nelygybę cosx 2-1. 


Sprendimas. Nubraižome funkcijų y -cos x ir y= -i grafikus 
(8.12 pav.). 


8.12 pav. 
Matome, kad kosinuso grafikas yra virš tiesės y--i, kai 
xe ES 2z), todėl galime rašyti: x e Ė 2t eani. keZ. 


4 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 2cos? x > 2 . 
Sprendimas. Pritaike formule 2cos? x 21--cos2x , gauname ne- 


lygybę 1+c0s2x > 3; iš čia cos2x > I. 


y =c0s2x 
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Nubraize E y=c0s 2x ir y -i grafikus (8.13 pav.), ma- 
tome, kad cos2x > i, kai x € ( ci 5) Kadangi cos 2x periodas ly- 


gus 1 (o ne 21!), tai galutinai gauname x € E ad Tink), kez. 


Spresdami trigonometrines nelygybes, taikome “g A 
formules, keičiame kintamuosius ir pan. 
5 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 2 sin*x-3 sinžx+1>0. 


Sprendimas. sin? x pažymėję raide y (čia O<y<1), gauname 
2y?-3y+1>0. 


Sios kvadratinés nelygybés sprendiniai yra tokie: y«i arba 
y>1. Antrasis sprendinys netinka, nes yx 1. Taigi 


sin! z <$; 


$ 


iš čia [sinx|< 2. Nubraižome funkcijų y -|sinx| ir y = grafi- 


5 
kus (8.14 pav), iš kurių matyti, kad nelygybei [sin x| e tinka 


tokios x reikšmės: «eA — rn, v). kez. 


y =lsin xl 
T 


8.14 pav. 


Išnagrinėsime sudėtingesnę nelygybę, kurioje yra rodikliné ir 
trigonometrinė funkcijos. 


sinx 


6 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 5] > ») 5 


Sprendimas. Kadangi rodiklinės funkcijos pagrindas mažesnis 
už 1, tai, jį atmetę, turime pakeisti nelygybės ženklą. Taigi gauna- 
me 

sin X< COS x. 

Kartais mokiniai šią nelygybę sprendžia taip pat, kaip ir lygtį 
sin x=cos x — abi jos puses dalija iš cos x, nepadarę jokių prielaidų 
dėl cos x ženklo. O juk žinome, kad nuo cos x ženklo priklauso, ar 
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8.15 pav. 


padalijus reikia nelygybés Zenkla pakeisti priesingu, ar ne. Taigi 
nelygybę geriau spręsti grafiškai. Nubraižome funkcijų y=sin x ir 
y-cos x grafikus (8.15 pav.). 

Nelygybei sin x « cos x tinka tos x reikšmės, su kuriomis sinuso 
grafikas yra žemiau kosinuso grafiko. Taip yra, pavyzdžiui, inter- 


vale Ei Al kitas toks intervalas bus už 2m. Todėl gauname 


xe (A ems qd , keZ. 
Yra trigonometrinių nelygybių, vietoj kurių sprendžiamos tri- 
gonometrinės lygtys. 
7 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 


(sinx+5)V1+2cosx +c057x <0. 


Sprendimas. Kadangi -1<sin x<1, tai sin x+5>0 su visomis 
realiosiomis x reikšmėmis. Kadangi 


4124-2cosx - cos? x = (1 +c08x)? = [L+cosx]>0, 


tai duotoji nelygybė teisinga tik tada, kai 1+cosx=0, taigi 
cos x=-lir x=1+21k=(2k+ Dn, keZ. A 


8 pavyzdys. Raskime funkcijos y = y2 sin? x + 2/3 cosx - 3,5- 
- J- sinx- 0,5 apibrėžimo sritį. 


Sprendimas. Funkcijos apibrėžimo sritį nusako nelygybių 
sistema 


2sin? x +243 cos x -3,5 >0, 2 4cos? x -443 cosx +3 <0, " 
-sinx—-0,520 sin x € -0,5 


2 
> (2cosx- 43) <0, s ipii 


sinx € -0,5 sinx < -0,5; 


J3 J3 


iš čia cosx = ir x = žarccos 5 *2mk =+ +27k , keZ. 


n 
6 
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Kai x=¿+2mk, tai sinx = sin q 2 )=sin ir šios x 


6 
reikšmės nelygybei sinx< -0,5 netinka. Kai x= Gi dh , tai 
sin x = sin ran) sin 4L -sing = - , ir šios x reikšmės: 
nelygybei sin x< - 0,5 tinka, nés su jomis gaunama lygybė -0,5= 
= -0,5. 


Atsakymas. Apibrėžimo sritį sudaro taškai x = -T 427k keZ. A 


6 
Pratimai 
8.13. Išspręskite nelygybes: 
1) sinz <->; 2) dart 
3) [sinx|21; 4) cosa; 
5) tg x>3; 6) inj» 39; 
7) cos x «3; 8) sin'z«i; 
9) 3B cagas; 10) 2sin?x-cosx >1; 
11) 12cos?x+19sinx-17>0; 12) 1-sinx-cosx «0; 
13) sinx +sin3x 20; 14) sinz -2|sinS «0. 
8.14. Išspręskite nelygybes: 
1), 5*9. 2) log, cosx <1; 


2 


3) (2tg?x - 1)/1-2cosx cos" x < 0; 


4) x? sinx +18 > 2x? 4 9sinx. 


8.15. Raskite funkcijos 


y 2 4cos2x — 243 sin x -2,5- Į-cosx —0,5 apibrėžimo sritį. 
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FUNKCIJOS ISVESTINÉ 
IR JOS TAIKYMAS 


9.1. FUNKCIJOS ISVESTINES SAVOKA 


Išvestinės sąvoka yra viena svarbiausių matematikos sąvokų. 

Funkcijos išvestinės radimą vadiname tos funkcijos diferencijavimu. 
. Tarkime, kad funkcija f yra apibrėžta tam tikrame intervale X. 

Jame pasirinkime dvi nepriklausomo kintamojo reikšmes: x ir x,. 
Jų skirtumas x — x, vadinamas nepriklausomo kintamojo, arba ar- 
gumento, pokyčiu ir žymimas Ax. 

Vadinasi, kai Ax =x — x,, tai x=x,+ Ax. Sakoma, kad nepriklau- 
somo kintamojo pradinė reikšmė x, įgijo pokytį Ax. 

Skirtumas f(x, Ax)-f(x) vadinamas funkcijos f pokyčiu 
taške x, ir žymimas simboliu Af(x,). Taigi 

Afo) = Ax + Ax) - fixg). 

Dydis Af(x,) tiesiog vadinamas funkcijos pokyčiu ir žymimas 

Af arba Ay (9.1 pav.). 


9.1 pav. 


Funkcijos ir jos argumento pokyčių santykis išreiškia vidutinį 
funkcijos kitimo greitį atkarpoje [x,; x,+ Ax], kai Ax » 0, arba atkar- 
poje [x+ Ax; xy], kai Ax < 0: 

e Af (xo) 3 f(x, * Ax)- f (xo) 
Ped Ax 0C Ax . 
Vidutinio greičio riba, kai nepriklausomo kintamojo pokytis ar- 


tėja prie nulio, 
lim Af (xo) = lim fo tas) film) 
Ax—0 Ax Ax—0 Ax 


vadinama funkcijos kitimo greičiu taške x,, arba išvestine. 
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1 apibrėžimas. Jei egzistuoja baigtinė funkcijos pokyčio Aflx,) 
ir jį sukėlusio argumento pokyčio Ax santykio riba, kai Ax artėja 
prie nulio, tai Ji vadinama funkcijos y=f(x) išvestine argumento x 
atžvilgiu taške x,. 


Išvestinę žymime f'(xj) arba y”|.-., . Taigi 
' QAM (xo) VL f + Ax)- f(x) 
f(x.) = lim — = lim 0 x o) 


Išvestinė, apskaičiuota su bet kuria kintamojo x e X reikšme, 
bendruoju atveju yra kintamojo x funkcija, todėl žymima f(x), y“. 
Taigi, norėdami rasti funkcijos išvestinę taške x, turime atlikti to- 
kius veiksmus: 

1) argumentui x suteikti pokytį Ax ir apskaičiuoti funkcijos po- 
kytį 

Ay = f(x + Ax) - f(x); 
2) apskaičiuoti funkcijos ir argumento pokyčių santykį 
Ay f(x*Ax)-f(x). 
Ax Ax ý 

3) apskaičiuoti šio santykio ribą, kai Ax>0: 

x+Ax)-f(x 
NEN EAS 
Ax>0 Ax Ax0 Ax 


Kadangi Ax =x -xo ir Ax) 7 fix, + Ax) - f(x) = f(x) - f(x), 0 xx, 
kai Ax>0, tai išvestinę galima parašyti kitaip: 
f'(x,)= lim fG)- f(x) f(x) . 
x>w X — XQ 


1 pavyzdys. Raskime funkcijos y 2 3? išvestinę bet kuriame 
taške x. 
Sprendimas. Pagal išvestinės apibrėžimą 
2 2 
, x+Ax) =x? 2xAx+(Ax 
Hp is E E 


Ax—>0 Ax Ax—>0 AX Ax—>0 


Taigi (x? 22x. A 


2 pavyzdys. Raskime funkcijos y = 


taške x (x+0). 
Sprendimas. Pritaikę išvestinės apibrėžimą, gauname 


Rim 


išvestinę bet kuriame 


EC _1l 
1 x+Ax X 3 x-x-AX ; -1 1 
= | = lim ——— = lim — = lim == 
x) ^59 Ax ax (x+Ax)xAx amo(x+Axjx x? 
Vadinasi, B PEN A 
x x 
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imai 


9.1. Pritaike išvestinės radimo schema, įrodykite: 

1) kai f(x) 2c - const, tai f(x) - 0; 

2) kai f(x) 2x, tai f(x) - 1; 

3) kai f(x) 2 u(x)  v(x), tai f(x) 2 u'(x)  v'(x); 

4) kai f(x) 2 sin x, tai f '(x) 2 cos x; 

5) kai f(x) 2 x3, tai f(x) = 3x?. 

9.2. Įrodykite, kad funkcija f(x)- Vx taške x=0 neturi išves- 
tinės (prisiminkite reikalavimą, suformuluotą išvestinės apibrėži- 
me: pokyčių santykio riba turi būti baigtinė). 


9.2. MECHANINE IR GEOMETRINĖ FUNKCIJOS 
IŠVESTINĖS PRASMĖ 


Funkcijos Ax) išvestinę taške x, apibrėžėme kaip funkcijos ki- 
timo greitį tame taške. Šiuo apibrėžimu ir apibūdinama mechaninė 
išvestinės prasmė: kūno nueitojo kelio s(t) išvestinė laiko atžvilgiu 
yra to kūno greitis v(t), o greičio išvestinė v(t) (antroji kelio išves- 
tine s"(£)) laiko atžvilgiu — pagreitis a: 

a=v(t)=s"(t). 


1 pavyzdys (MBE, 2001). Tarkime, kad traukinio pradinis 
greitis yra vV, o pradinis nuvažiuotas kelias — s, Jeigu traukinys 
toliau važiuoja greitėdamas, tai per laiką £ nuvažiuotą visą kelią 
galima apskaičiuoti pagal tolygiai greitėjančio judėjimo formulę 
a 


s(t) = 2 


P+ot+s,5 
čia a - pagreitis. 

1. Užrašykime judėjimo formule s(t), kai v,=60 km/h, 
s,=20 km, a=120 km/hž. 

2. Naudodamiesi gautąja formule, raskime formulę traukinio 
greičiui (km/h) apskaičiuoti. 

3. Apskaičiuokime, kokiu greičiu (km/h) traukinys važiuos po 
10 min. 

4. Apskaičiuokime, po kelių minučių traukinys viršys 
90 km/h greitį. 

Sprendimas. 1. Duotąsias Vo, s, ir a reikšmes įrašę į kelio s(t) 
formulę, turime 

s(t)= 601? + 60£ + 20; 

čia laikas t matuojamas valandomis. 

2. Kadangi v(t) - s'(t), tai 


v(t) = 1201 + 60. 


191 


1 
6 


1). 159.1, g) < go( Em 
(s )-120 ¿+60 =80| h ) 


4. Išsprendę nelygybę 
120: +60 » 90, 


3. Į v(t) išraišką įrašę £ - 10min = zh, gauname 


gauname t > ih =15min. A 


Toliau apibüdinsime geometrinę išvestinės prasmę, kuri susijusi 
su kreivės liestine. 

Tarkime, kad kreivės I, kurios lygtis y= Ax), liestinė M,T, nu- 
brėžta per lietimosi tašką M((x,; f(x,)), su teigiamąja ašies Ox kryp- 
timi sudaro kampą a (9.2 pav.). Tuomet jos krypties koeficientas 

k=tg a=f'(x,). 

Vadinasi, funkcijos y = f(x) grafiko liestinés, nubrėžtos per tašką 
M (xo; f(x), krypties koeficientas k lygus išvestinės f(x) reikšmei, 
apskaičiuotai lietimosi taške x= xo. 


9.2 pav. 


Pasinaudoję tiesės, einančios per tašką M (xo; f(x,)) ir turinčios 
krypties koeficientą k, lygtimi 
y- Ra) =klx — x), 
gauname kreivės liestinés lygtį 


y - fix) 2 f (xxx). 


© 2 pavyzdys. Paveiksle ištisine linija pavaizduota parabolė 
y =a(x +b) (9.3 pav.). 

1. Nustatykime koeficientus a ir b. 

2. Parašykime liestinés, einančios per tašką A, lygtį. 

Sprendimas. 1. Iš paveikslo matyti, kad parabolė eina per 
taškus (-3; 2) ir (0; 8). Šių taškų koordinates įrašę į parabolės 
lygtį, gauname lygčių sistemą 
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9.3 pav. 
a(—3+bY =2, a(b — 3 «2, 
a(0-- b) «8 ab? «8, 


kurią išsprendę randame a, 2 b,=6 ir a,=2, b, -2. Iš pa- 


veikslo aišku, kad 0<b<3, todėl b,=6 netinka (parabolė, kurios 


2-79 ir b, 26, 9.3 paveiksle pavaizduota punktyru). Vadinasi, 
parabolés lygtis yra tokia: 
y =2(x +2) = 2x +8x +8. 


2. Taško A ordinate rasime, įrašę į parabolės lygtį x = 1. Gauna- 
me y= 18 ir A(1; 18). Randame išvestinę y'= 4x +8 ir apskaičiuojame 
išvestinės reikšmę taške x=1, t. y. y(1)= 12. Liestinés krypties ko- 
eficientas „= 12. Tuomet liestinės, einančios per tašką A, lygtis yra 
tokia: 


y-18-212(x- 1); 
y=12x+6. A 
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¿ 3 pavyzdys (VBE, 
2003). Parabolés formos 
konstrukcijai stabilumo 
suteikia ją gaubiantis tri- 
kampis metalinis įtvaras 
(9.4 pav.). Šios konstruk- 
cijos vaizdas iš priekio pa- 
vaizduotas 9.5 paveiksle. 
Raskime, kokiame 
aukštyje H įtvaras liečia 
konstrukciją. 
Sprendimas. Aišku, 
kad aukštis H, kuriame 
įtvaras liečia konstrukci- 
ją, yra lietimosi taško A 
(arba taško D) ordinatė. 
Norėdami ją rasti, pir- 
miausia parašykime pa- 
rabolės lygtį. Kadangi jos 
viršūnė yra ašyje Oy 
taške B (0; 40), tai jos lyg- 
tis yra tokia: y -40=ax?; 
čia a < 0. Koeficienta a ra- 
sime iš sąlygos, jog para- 
bolé eina per tašką 
(20;0). Tuomet teisinga 
lygybė 0-40=a-203; iš 
čia a= — 0,1. Vadinasi, pa- 
rabolės lygtis yra y -40= 
= -0,1x?, y= -0,1x?+ 40. 


Metalinis 


Konstrukcija 1 
įtvaras 


9.5 pav. 


Parabolės lygtį galima gauti ir kitu būdu. Parašykime bendrąją 
jos lygtį y=ax*+bx+c ir pasiremkime tuo, jog parabolė eina per 
taškus (- 20; 0), (20; 0) ir (0; 40). Sudarome lygčių sistemą 

400a -20b +c =0, 
400a+20b+c=0, 
a-0+b-0+c=40, 


kurią išsprendę randame: c=40, b=0, a= - 0,1. 


Lietimosi taško A koordinates x, ir y, rasime iš sąlygos 
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Išdiferencijavę funkciją y= - 0,1x?4 40, gauname y'= - 0,2x. Iš čia 
turime lygtį -0,2x,-2, kurios sprendinys x,=-—10. Tuomet 
yo7 —-0,1-(- 10)? - 40 2 30. 

Atsakymas. H -30. A 


Pratimai 

9.3. Taškas juda tiese pagal dėsnį s(£) 2 £? — 3t? + 8t +2. Atstumas 
matuojamas metrais, laikas - sekundėmis. Apskaičiuokite taško 
greitį ir pagreitį baigiantis trečiajai sekundei. 

9.4 (VBE, 2000). Ant popieriaus lapo užtiško lašas rašalo. Jam 
geriantis į popierių, apvali rašalo dėmė plėtėsi. Dėmės spindulys, pra- 
1+4t 
2+t 

1. Apskaičiuokite dėmės spindulį pradiniu laiko momentu ¿=0. 

2. Per kiek laiko nuo dėmės atsiradimo jos spindulys pa- 

dvigubėjo? 

3. Apskaičiuokite dėmės spindulio r didėjimo greitį v(t)=r(t) 

laiko momentu t=3. 

4. Parodykite, kad rašalo dėmės spindulys r(£) « 4 (kai £2 0). 

9.5. Taškas juda parabole y=x(8-x) taip, kad jo abscisé, pri- 
klausomai nuo laiko t, keičiasi pagal dėsnį x = tvt . Atstumas ma- 
tuojamas metrais, laikas — sekundėmis. Koks bus ordinatės kitimo 
greitis taške M(1; 7)? 

9.6. Parašykite funkcijos f grafiko liestinės lygtį taške, kurio 
abscisė yra xp: 

1) f(x)=3x* -x° +4x, x, =1; 

2) f(x)=sin3x, x, = i 

3) f(x) 2 xe*, x, 22. 

9.7. Raskite kreivės y- 
=x*-7x+1 tašką, per kurį nu- 
brėžta jos liestinė su ašimi Ox su- 
daro 45” kampą. 

9.8. Tiesė y=x liečia parabolę 
y=x*+bx+c taške M(1; 1). Ap- 
skaiciuokite koeficienty b ir c 
reikšmes. 

9.9. Paveiksle (9.6 pav.) pa- 
vaizduota parabolė y =a(x+bY. 

1. Nustatykitę koeficientus a 

ir b. 

2. Parašykite liestinės, ei- 

nančios per tašką A, lygtį. 


ėjus £ sekundžių po to, kai ji atsirado, buvo r(t) = 


centimetrų. 


y=a(x +b) 
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xY 


9.7 pav. 


+ 9.10. Parabolės formos konstrukcijai stabilumo suteikia ją gau- 
biantis trikampis metalinis jtvaras. Šios konstrukcijos vaizdas iš 
priekio pavaizduotas 9.7 paveiksle. 

Raskite, kokiame aukštyje H jtvaras liečia konstrukciją. 


9.11. Kuriuose funkcijos y=Ž tA 


su ašimi Ox sudaro 135° kampą?“ 
^ 9.12. Raskite funkcijos y = x? -3x +2 grafiko tašką, kuriame jo 
liestinė yra lygiagreti su tiese 2x +y=5. 


grafiko taškuose jo liestinė 


9.13. Per tašką A (5; 0) nubrėžta funkcijos y = S -6x grafiko 


liestinė. Apskaičiuokite liestinės atkarpos, esančios tarp koordina- 
čių ašių, ilgį. 


9.3. FUNKCIJŲ DIFERENCIJAVIMO TAISYKLĖS. 
ISVESTINIŲ LENTELĖ 


Funkcijų diferencijavimo taisykles apibūdina toliau pateiktos 
trys teoremos. 

1 teorema. Jei funkcijos u ir v turi išvestines taške x, tai funk- 

ai u, , E ; vi 
cijos Cu (C — konstanta), u +v, uv ir y irgi turi išvestines šiame 
taške, be to, 
(Cuy = Cu", 

(u - v -u' +0, 

(uv) =u'v+ uv', 
DETEN 
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1 pavyzdys. Įrodykime, kad 


(tgx) =—} 
COS” X 


Sprendimas. Kadangi tgx = S 
prendimas. Kadangi tgx= = 


, tai, remiantis trupmenos di- 
ferencijavimo taisykle, 


— (sinx)cosx-sinx(cosx)  cosxcosx-sinx(-sinx) | 


(tg x) 2 2 
cos x cos x 


 cos'x-«sinx 1 
cos? x cos? x 


Tarkime, apibrėžtos dvi funkcijos 
y-f(u) ir u=glx). 

Iš šių lygybių matyti, kad y yra argumento u funkcija, o u — 
argumento x funkcija. Į funkcijos y=Au) išraišką vietoj argumento 
u įrašę funkciją g(x), gauname funkciją 

y= Rg(a)), 


kuri vadinama sudėtine funkcija. 

Kintamąjį u sutarsime vadinti funkcijos f tarpiniu argumen- 
tu, o sudėtinės funkcijos sudarymo operaciją - funkcijų u=g(x) ir 
y-f(u) superpozicija. 

Sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisyklę apibūdina ši 
teorema. 

2 teorema (sudėtinės funkcijos diferencijavimas). Tarki- 
me, kad funkcija u=u(x) taške x, turi išvestinę u; =u'(x,), o funk- 
cija y - flu) atitinkamame taške u,-u(x,) — išvestinę y, = f (u). 
Tada sudėtinė funkcija y = Ku(x)) taške x, taip pat turi išvestinę y, 
lygią išvestinių y, ir u; sandaugai: 

XY. M 

Sia sudétinés funkcijos diferencijavimo taisykle nusakysime 
vartodami tarpinio argumento savoka. 

Taigi sudėtinės funkcijos išvestinė lygi duotosios funkcijos išves- 
tinei tarpinio argumento atžvilgiu, padaugintai iš tarpinio argu- 
mento išvestinės nepriklausomo kintamojo atžvilgiu. 


2 pavyzdys. Raskime funkcijos y =Y1-3x+4x? išvestinę. 
1 
Sprendimas. Funkcija y =V1-3x+4x? = (1 -3x+4x? y yra su- 
H 
détiné, nes ji gaunama atlikus funkcijų y -u? ir u=1-3x+4x? 
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superpozicija. Todel 


1 d 2 
X =Y, U; ul | (1-3x+442), -iu 3.(-3483) = 


a _ 83 _ A 
37/(1-3x+4x?) 


* 3 pavyzdys (VBE, 2001). Jei f(x) =sin E , tai funkcijos f 
išvestinė f'(0)= 
x. a ; w, E 
A "E B 0; C 1; D cos; E 5. 
Sprendimas. Funkcija f) =sin E yra sudétiné, nes ji gau- 


nama, atlikus funkciju y=sin u ir u => superpozicija. Todel 


y, =y, "u, = (sinu), [F] = cosu- 5 = cos EE 


f'0)- ž ex5-0 - Z -coso =5 . 


Vadinasi, teisingas yra E atsakymas. A 
Atvirkštinę funkciją jau apibrėžėme 6.2 skyrelyje. Dabar sufor- 
muluosime jos diferencijavimo taisyklę, kurią nusako ši teorema. 


3 teorema (atvirkštinės funkcijos diferencijavimas). Tar- 
kime, kad funkcija y= x) turi atvirkštinę funkciją x= gy). Jeigu 
funkcija y= fx) taške x=x, turi baigtinę ir nelygią nuliui išvestinę 
f (x), tai atitinkamame taške y;,= f(xy) egzistuoja atvirkštinės funk- 
cijos x= gly) išvestinė, lygi "e E Taigi 

F (xe) 
ži L 
x, = Ts 


[^1 


* 4 pavyzdys. Žinodami, kad (na =2, jrodykime, jog 


(e) =e*. 
Sprendimas. Funkcijos y=e* atvirkštinė funkcija yra x=1n y. 
Toliau remiamés formule y; = As 


Xy 
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5 pavyzdys. Įrodykime, kad (arcsin x) = 


1 
4ÀA-x? 
Sprendimas. Funkcijos y= arcsin x išvestinę nagrinėsime, kai 
|x|<1, |y|< al Atvirkštinė funkcija x =sin y intervale ye( — 5 i29 


turi teigiamą išvestinę x, =cos y. Todėl 


(arcsin x), = : : = 


" - 1 Z 
(sin y), cosy 4l-sin y  41-a* 
nes cos y »0, kai |y| < 2. Taigi 


(arcsinx) = ŠA 
|J 4A-x 
Toliau pateikiame pagrindinių elementariųjų funkcijų išvesti- 
nių lentelę. 


Išvestinių lentelė 


Išvestinė 


iii 


Pratimai 
9.14. Išdiferencijuokite šias funkcijas: 


: > 1 1 
1) y= ; 2) y=; 3) y2x!-— 4-43; 
) y=xsinx; )y ru )y=x " Wu : 
es " l EN LIT 
4) y- Ee ^u 5) y-1n(2-x); 6) y- dex! 


7) y= (Vx - 24) ; 8) y=1+x+tg?x. 
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9.15. Raskite funkcijos f(x) išvestinę taške x,: 


1) f(x) = cos 77, x, =l; 2) fa) = cosa - 3? +1, x, 75; 
3) f(x) 2 sin? 3x + Vx, Xo Zt 4) f(x) = enai, X, =0; 


5) f(x) = ln (3+6x -2x?), z =1; 
6) f(x) =(x - 2) (x? +1), EE, 


9.16. Jei f(x)=sin|2x+7 | tai f| T |- 
4 2 NI AZ 

A43; B0 "0% D-2; E-2; FS. 

9.17. Jei f(x) =(4x? +7x -1)cosx, tai f(0)= 

AT; B 8; C -7; D 0; E (8x+6)sinx. 

9.18. Išspręskite nelygybę f'(x)- 9 (x) 0, kai f(x) =2x* +12x” 
ir Q(x) 2 9x? - 72x . 

9.19. Įrodykite, kad f'(2) yra lygties g '(x) - 0 sprendinys, kai 
f(x) = zve +1 ir g(x)=xe™. 

9.20. Apskaičiuokite funkcijos f(x)=e“*****! parametrų a ir b 
reikšmes, kai f(1) 2 (0) - f (0). 

9.21. Išspręskite lygtį f '(x) =f (0), kai f(x) 2 5 sin x+3 cos x. 

9.22. Išspręskite lygtį f'(x) 2 2 f(x), kai f(x)=e"* (x? +3x +1). 


9.4. FUNKCIJU TYRIMAS TAIKANT ISVESTINES 


Šiame skyrelyje išnagrinėsime, kaip taikant išvestines tiriamas 
funkcijų monotoniškumas, ieškomi jų ekstremumai bei braižomi 
funkcijų grafikai. 


1. Monotoniškumo intervalas. Funkcijos didėjimo (mažėji- 
mo) intervale pakankama sąlyga formuluojama taip: jei kiekviena- 
me intervalo (a; b) taške funkcija f(x) turi teigiamą (neigiamą) išves- 
tine f'(x), tai šiame intervale funkcija yra didėjanti (mažėjanti). 

Apibrėžimas. Funkcijos apibrėžimo srities vidiniai taškai, ku- 
riuose išvestinė yra lygi nuliui arba neegzistuoja, vadinami kriti- 
niais funkcijos taškais. 

Norėdami nustatyti funkcijos Ax) monotoniškumo intervalus, 
turime: 

1) rasti funkcijos apibrėžimo sritį; 

2) pasirėmę sąlyga f'(x)- 0 (arba f '(x) neegzistuoja), rasti kri- 

tinius funkcijos taškus; šie taškai funkcijos apibrėžimo sritį 
dalija į intervalus, kuriuose išvestinės ženklas yra pastovus; 
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3) ištirti koks yra f(x) ženklas kiekviename gautajame inter- 
vale; intervalas, kuriame f '(x) > 0 (f'(x) < 0) yra funkcijos di- 
dėjimo (mažėjimo) intervalas. 


1 pavyzdys. Funkcijos y =x* išvestinė y'= 3x? yra lygi nuliui, 
kai x= 0. Sis taškas funkcijos apibrėžimo sritį (—9o; +00) dalija į du 
intervalus (- œ; 0) ir (0; +00), kuriuose išvestinė yra teigiama. Va- 
dinasi, funkcija y 2 x? abiejuose intervaluose yra didėjanti. Grafiko 
liestinė taške (0; 0) yra ašis Ox (9.8 pav.). A 


9.8 pav. 


2 pavyzdys. Raskime funkcijos Ax) 2x? - 12x didėjimo ir ma- 
žėjimo intervalus. 

Sprendimas. Funkcijos apibrėžimo sritis yra (- 0; +00). Randa- 
me išvestinę: f (x)= 3x? - 12 = 3(x? - 4), kuri lygi nuliui, kai x= - 2 ir 
x=2. Sie taškai funkcijos f(x) 2x?- 12x apibrėžimo sritį (-0; +00) 
dalija į tris intervalus: 

(-0; -2), (-2; 2), (2; +00), 

kurių kiekviename išvestinės ženklas yra pastovus. Koks jis yra, 
nesunkiai nustatysime pasirinkę po tašką iš kiekvieno intervalo, 
pavyzdžiui, —3, 0 ir 3. Apskaičiuojame: 
f(-3)=15>0, f'(002 -12«0, f'(3)=15>0, todėl 

f(x)>0, kai -0<x<-2, 

f'(x)<0, kai -2<x<2, 

f(x)>0, kai 1<x<+0. 

Vadinasi, pirmajame intervale funkcija f(x) yra didéjanti, ant- 
rajame - mažėjanti, trečiajame — vėl didėjanti. A 


3 pavyzdys. Su kuriomis realiosiomis p reikšmėmis funkcija 
y-q-px-cos?3x yra mažėjanti visoje skaičių tiesėje? 
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Sprendimas. Apskaičiuojame išvestinę y'=-p+2c0s 3xx 
x(-sin 3x)-3= -p -3 sin 6x ir reikalaujame, kad būtų y' < 0. Nely- 


gybė -p-3sin6x « 0 > sin6x > x bus teisinga visoje skaitiu tie- 
séje, kai -5 <-1; iš čia p>3. 
Atsakymas. p>3. A 


2. Ekstremumai. Visų pirma apibrėšime taško aplinkos sąvo- 
ką. Taško x=a aplinka vadinsime bet kurį intervalą, kurio viduje 
yra taškas a, pavyzdžiui, intervalą (a - ð; a + 6); čia 6>0. 

Dabar pateiksime funkcijos minimumo ir maksimumo apibrė- 
žimus. 

1 apibrėžimas. Funkcijos f apibrėžimo srities taškas x, vadi- 
namas šios funkcijos minimumo tašku, kai visuose jo aplinkos 
taškuose x 2 x, teisinga nelygybė 


Ax) > fx). 


9.9 paveiksle parodytos funkcijos f minimumo taškai yra x, ir x,. 


x 


9.9 pav. 
2 apibrėžimas. Funkcijos f apibrėžimo srities taškas x, vadi- 
namas šios funkcijos maksimumo tašku, kai visuose jo aplinkos 
taškuose x *x, teisinga nelygybė 


Rx) « Rx). 

9.9 paveiksle nubraižytos funkcijos f maksimumo taškai yra 
x, ir x, 

Minimumo ir maksimumo taškai vadinami funkcijos ekstre- 
mumo taškais, o funkcijos reikšmės šiuose taškuose - funkcijos 
ekstremumais. 

Taškai a ir b (9.9 pav.) nėra funkcijos f ekstremumo taškai, nes 
pagal apibrėžimą ekstremumo taškai gali būti tik vidiniuose inter- 
valo taškuose. 
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Funkcija ekstremumą gali turėti tik tuose taškuose, kuriuose 
f'(x)20 arba f'(x) neegzistuoja, taigi — kritiniuose taškuose. 

Tačiau ši sąlyga yra tik būtina ekstremumo sąlyga. Tai reiš- 
kia štai ką: jei taškas x, — kritinis funkcijos Ax) taškas, tai jame 
funkcija gali įgyti ekstremumą, bet gali jo ir neįgyti. Pavyzdžiui, 
nors funkcijos y=x* išvestinė y'= 3x? taške x=0 yra lygi nuliui, ta- 
čiau funkcija šiame taške ekstremumo neturi (9.8 pav.). 

Norėdami ištirti, ar kritiniame taške funkcija turi ekstremu- 
mą, remiamės pakankama funkcijos ekstremumo sąlyga, kuri 
formuluojama taip: jei funkcijos f(x) išvestinė f(x), pereidama (iš 
kairės į dešinę) kritinį tašką x, keičia ženklą iš pliuso į minusą, tai 
x, - maksimumo taškas, o jei iš minuso į pliusą, tai x; - minimu- 
mo taškas. Jei išvestinė kritiniame taške ženklo nekeičia, tai šiame 
taške ekstremumo nėra. 


4 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x)=x* - Ax? - Ax? +5 eks- 
tremumus. 

Sprendimas. Apskaičiuojame funkcijos išvestinę /f'(x)- 4x? — 
—12x* +8x = 4x(x* -3x+2) ir, prilygine ją nuliui, išsprendžiame 
lygtį 4x(x? -3x+2)=0. Gauname tris kritinius taškus x,=0, x,= 1 
ir x, - 2. Jie funkcijos apibrėžimo sritį (- 0; +00) padalija į interva- 
lus: (-0;0), (0; D, (1;2) ir (2; +œ). Kiekviename intervale 
pasirenkame po tašką, pavyzdžiui, - 1; 0,5; 1,5; 3 ir apskaičiuojame 
išvestines: f(-1)=-24<0, f“0,5)=15>0, /f'(1,5)--15«0, 
f'(3) =24 » 0. Tokie išvestinės ženklai bus ir atitinkamame interva- 
le. Tyrimo rezultatus patogu pavaizduoti schemiškai (9.10 pav.). 


= Y i y = + To. 
0 1 2 x 
9.10 pav. 


Apskaičiuojame f,, =f(0)=5, faa - f(0 26, fan -f(2-5. A 
3. Funkcijos grafiko braiZymas. Funkcijos grafika galime 
nubraižyti pagal tokią schema: 

1. Nustatome funkcijos f (x) apibrėžimo sritį. 

2. Ištiriame, kokia yra funkcija: lyginė ar nelyginė, periodinė 
ar neperiodinė. 

3. Išsprendę lygtį f(x) 20, randame taškus, kuriuose funkcijos 
grafikas kerta ašį Ox. Į funkcijos išraišką įrašę x reikšmę, 
lygią nuliui, randame tašką, kuriame grafikas kerta ašį Oy. 
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4. Išdiferencijuojame funkciją. Randame lygties /f'(x)-0 
sprendinius. Išrenkame tuos sprendinius, kurie priklauso 
apibrėžimo sričiai. Prie jų prijungę taškus, kuriuose f(x) ne- 
egzistuoja, gauname visus kritinius taškus. Jie apibrėžimo 
sritį padalija į tam tikrus intervalus. Nustatę išvestinės žen- 
klą kuriame nors pasirinktame intervalo taške, sužinome iš- 
vestinės ženklą visame tame intervale. Ištyrę išvestinės žen- 
klą kiekviename intervale, sužinome funkcijos didėjimo ir 
mažėjimo intervalus bei ekstremumo taškus. Apskaičiuoja- 
me funkcijos ekstremumus. 

5. Braižome funkcijos grafiką. 


5 pavyzdys. Ištirkime funkciją f(x)=x* -4x* +4x ir nu- 
braižykime jos grafiką. 

Sprendimas. 1. Funkcijos apibrėžimo sritis yra (-0; + 0). 

2. f(x) =x? - Ax? +4x, f(-x) = (-xY - A(-xY +4(-x) = -x? - Ax? — 
-4x = -(x +4x? +4x); f(-x) € f(x); f(-x) « -f(x) . Vadinasi, funkci- 
ja - nei lyginė, nei nelyginė. Be to, ji yra neperiodinė. 

3. fx) 0, kai x=0 ir x -2. 

4. f(x) 2 83x? -8x +4; f(x) 20, kai x -$ ir x -2. Taškų, ku- 
riuose išvestinė neegzistuotu, nėra. 

Rastieji taškai intervalą (—9o5; +00) dalija į tris intervalus. Išti- 
riame, koks yra funkcijos išvestinės ženklas kiekviename iš jų, kar- 
tu sužinome monotoniškumo intervalus bei ekstremumo taškus. 

Tyrimo rezultatai pavaizduoti schemiškai (9.11 pav.). 


max 

ty -= yo 
2 

3 


9.11 pav. 


219 T > 
-lom min =f(2)=0. 
5. Koordinačių sistemoje pažymėję taškus (0; 0) ir (2; 0), kuriuo- 


se grafikas kerta ašį Ox, ekstremumo taškus E 15) (2; 0) Gis jau 


Apskaičiuojame: f,,, = (| 


3 
pažymėtas) bei papildomus taškus, pavyzdžiui, -h - 3i , (3; 3), ir 


atsižvelgę į tyrimo rezultatus, braižome grafiką (9.12 pav.). 
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9.12 pav. 


Pratimai 
9.23. Raskite funkciju didéjimo ir maZéjimo intervalus: 
1) y=x*+3x* -9x+2; 2) y=3x3-4,5x* +2; 
3) yt: 4) y 2 x! -4x-21n(x-2)+7; 
5) y=x +x” +1; 6) y=3sinx-4. 
9.24. Apskaičiuokite funkcijų ekstremumus: 
1) y2x?-3x; 2) y (x * 4Y (x +1); 
3) y =2x* - 15x? +36x+1; 4) y-xlnx; 
2 
5) y 2-x! +2lnx; 6) y EA 


9.25. Įrodykite, kad funkcija y 2 x4 1 $ yra didėjanti visoje 


mui da +x? 
skaičių tiesėje. 
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9.26. Su kuria parametro p reikšme funkcija y 2 q - px-sin? 5x 
yra didėjanti visoje skaičių tiesėje? 
sin(x+a) 


9.27. Įrodykite, kad funkcija y = VET yra didéjanti arba 
mažėjanti bet kuriame intervale, kuriame sin(x 4 b) z 0. 


9.28. Ištirkite funkciją ir nubraižykite jos grafiką: 


1) y=x*-4x; 2) y=2-3x2- x"; 
4 
3) y=(x-17(x +3); 4) y=L-20 E; 


5) y =2x* - 9x? +12x. 


9.5. DIDZIAUSIOJI IR MAZIAUSIOJI FUNKCIJOS 
REIKSME ATKARPOJE 


Funkcijos ekstremumai (minimumai ir maksimumai) ne visuo- 
met sutampa su didžiausiomis ir mažiausiomis reikšmėmis atkar- 
poje. Tai parodysime brėžinyje (9.13 pav.). 


9.13 pav. 


Kaip matyti iš grafiko, mažiausiąją reikšmę funkcija įgyja taš- 
ke x, — viename iš minimumo taškų, didžiausiąją - dešiniajame 
intervalo gale, t. y. taške b, kuriame funkcija neturi ekstremumo 
(nes dešiniau taško b funkcija neapibrėžta). 

Suformuluosime taisyklę, kaip apskaičiuoti didžiausiąją ir ma- 
žiausiąją funkcijos reikšmę atkarpoje. 

Norint rasti mažiausiąja ir didžiausiąją funkcijos reikšmę, rei- 
kia rasti atkarpoje esančius kritinius funkcijos taškus, juose bei 
atkarpos galuose apskaičiuoti funkcijos reikšmes ir iš visų gautų 
reikšmių išrinkti mažiausiąją ir didžiausiąją reikšmę. 

1 pavyzdys. Raskime didžiausiąją ir mažiausiąją funkcijos 
y-425-x? reikšmę atkarpoje [- 4; 3]. 
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Sprendimas. Randame y'- ir kritinj ta$ka x=0, ku- 


-x 
425 - x? 


riame y'=0. Kiti kritiniai taškai x= £5, kuriuose y” neegzistuoja, 
nepriklauso atkarpai [—4; 3]. Apskaičiuojame 


y(00 25, y(-4) 23, y(33 2 4. 
Vadinasi, 
mexy-5 miny-3.A 

2 pavyzdys (VBE, 2002). | taisyklingaja keturkampe pira- 
mide, kurios pagrindo kraštinės ilgis 6 cm, o aukštinės - 12 cm, 
įbrėžta taisyklingoji keturkampė prizmė. Jos viršutinio pagrindo 
viršūnės yra piramidės briaunose (9.14 pav.). Kokio didžiausio tūrio 
prizmę galima įbrėžti į piramidę? 

Sprendimas. Pažymėkime: prizmės aukštinė - A, pagrindo 
briauna - 2x. Kadangi trikampiai ADE ir ABC yra panašieji, tai 
AD „DE 12-h x. 

AB BC' 12 3’ 
iš čia 36 -3h =12x, 3h 236-12x ir h=12-4x. 
Tuomet 
V =2x -2x -h = Ax* (12 -4x ) 2 48x? -16x*. 


a 


- 


5 
E 


- 


| = 
dl) === 
DA 
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Turime rasti didžiausią funkcijos V reikšmę, kai 0 «x < 3. Randame 
V' = 96x - 48x? 
ir, iásprende lygti 
96x — 48x? « 0 > 48x(2 - x) - 0, 

gauname du kritinius taškus x,=0 ir x,=2. Intervalui (0; 3) pri- 
klauso tik taškas x - 2. Kadangi V'>0,kaix<2,ir V'«0, kai x>2, 
tai taškas, kurio abscisé lygi 2, yra funkcijos maksimumo taškas. 
Kai x artėja prie intervalo (0; 3) galų, tai tūris V artėja prie nulio, 
o taškas x=2 yra vienintelis ekstremumo taškas intervale (0; 3). 
Vadinasi, taške x=2 funkcija įgyja didžiausią reikšmę, kuri lygi 
48-2? - 16.2? - 64. 

Atsakymas. 64 cm?. A 


3 pavyzdys. Kintamasis y yra atvirkščiai proporcingas kin- 
tamajam x. 

1. Raskime atvirkščiojo proporcingumo koeficientą ir užpildyki- 
me lentelę. 


Japos] 
[» [3| js 


2. Raskime nurodyto atvirkščiojo proporcingumo grafiko tašką, 
priklausantį I ketvirčiui, kuris yra arčiausiai koordinačių pradžios 
O(0; 0) (taško koordinates apskaičiuokime 0,1 tikslumu). 


Sprendimas. 1. Atvirkščiąjį proporcingumą apibūdina formulė 


5 z . Į ją įrašę x=9,6 ir y=3,05, gauname lygtį 3,05 = T iš čia 


k = 29,28. Vadinasi, atvirkščiąjį duotuju dydžių x ir y proporcingu- 
mą nusako formulė 
„29,28 


E x 

Si funkcija apibrėžta su visomis x reikšmėmis, išskyrus x= 0. 
Toliau pildome lentelę: 
29,28 


30 
2) kai x=0,1, tai y= Ps -292,8. 
2. Pažymėkime atvirkščiojo proporcingumo grafiko tašką 


M| x; A (kol kas neįrašydami koeficiento k reikšmės) ir apskai- 
x 


1) kai y 230, tai x = = 0,976 ; 


čiuokimė jo atstumą iki taško (0; 0): 


2 2 
d= Gor +{$-0] = Je +t; čia xz0. 
Y x x 
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2 
Randame d'= — 1 — (e - r2 
2 x 
T 


NS A P Ras 
ir išsprendžiame lygtį d'=0. Gauname 2x-%-=0; i$ čia x= th. 
x 
Kai x = Łyk , tai turime du atvirkščiojo proporcingumo y = s gra- 


" k). k 3 , — 

fiko taškus M,| Jk; | ir M,| vk; —— |. Pirmajam ketvirčiui 
k | | vk ) 

priklauso tik taškas M,, todėl toliau tirsime, kai x = VR ir xe(0; +00). 

Kadangi d'<0, kai x< Jk ir d'>0, kai x >k, tai taškas Jk 

yra minimumo taškas. Kai x artėja prie intervalo (0; +00) galų, tai 

d reikšmė neaprėžtai didėja, o taškas x= Vk yra vienintelis ekstre- 


mumo taškas intervale (0; +00). Vadinasi, taškas M| x; a bus ar- 


čiausiai koordinačių pradžios, kai x = Jk ir y= 4 = Ik. 
Atsakymas. M (5,4; 5,4). 


4 Pratimai 

9.29. Apskaičiuokite didžiausiąją ir mažiausiąją funkcijos y 
reikšmę nurodytoje atkarpoje: 

1) y2x!-3x?43x42; xe [-2; 2]; 

2) y2x*-x!-x42; xe[-1; 1]; 


„z,8. as 
3) y=3+ 5 xe lb; 1]; 


4) y » sin2x-x; xe[0; n]; 

5) y2x-cos? x; xe jo z]. 

9.30. Iš visų stačiakampių, kurių plotas 9 m?, išrinkite mažiau- 
sio perimetro stačiakampį. 


9.31. Atviro baseino dugnas yra kvadrato formos. Baseino tūris 
lygus 32 m?. Kokie turi būti baseino matmenys, kad jo sienų ir 
dugno apdailai reikėtų mažiausiai medžiagos? 

9.32. Kūgio sudaromoji / - 20 cm. Kokia turi būti kūgio aukšti- 
nė, kad jo tūris būtų didžiausias? 

9.33. Stačiakampį sklypą, kurio viena kraštinė yra tiesus jūros 
krantas, reikia aptverti 300 m ilgio tvora. Kokie turi būti sklypo 
matmenys, kad jo plotas būtų didžiausias? 
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9.34. Per sekunde pro 
kiauryme  storoje sienoje 
(9.15 pav.) ištekančio vandens 
kiekis apibrėžiamas formule 


Q-cyh-y; 
čia y — kiaurymés skersmuo, 
h - jos apatinio taško gylis, 
c - tam tikra konstanta. Koks 
turi būti kiaurymės skersmuo, 
kad pro ją ištekėtų didžiausias 9.15 pav. 
skysčio kiekis? 


9.35. Laivo vienos valandos plaukiojimo išlaidos apskaičiuoja- 
mos pagal formule a + bv?; čia a, b — konstantos, o v - laivo greitis 
(km/h) (pirmasis dėmuo susijęs su amortizacijos ir komandos išlai- 
kymo išlaidomis, o antrasis — su kuro sąnaudomis). Kokiu greičiu 
plaukdamas laivas nuplauks / kilometrų su mažiausiomis išlaidomis? 


9.36. Potencinė ištemptos spyruoklės energija reiškiama formu- 

2 
le ps. čia k — konstanta, vadinama spyruoklės standumu, 
x - spyruoklės ilgio pokytis. Dvi spyruoklės DO ir AC, kurių 
standumai lygūs k, ir k,, yra vienoje tiesėje (9.16 pav.). Atstumas 
OA lygus a. Spyruoklės ištemptos ir sujungtos taške B. Kurioje vie- 


toje turi būti taškas B, kad suminė potencinė spyruoklių energija 
būtų mažiausia? 


9.37. Iš plieninės vielos, kurios ilgis 
yra 50 cm, jos nekarpant į dalis, išlanks- 
tomas 9.17 paveiksle pavaizduotas sta- 
čiakampio gretasienio modelis. Jo pa- 
grinduose yra kvadratai, o vielos dviem 
galams sutvirtinti sunaudota po 1 cm. 
Raskite pagrindo kvadrato kraštinės ilgį 
ir modelio aukštį, su kuriais stačiakam- 
pio gretasienio modelio tūris būtų di- 
džiausias. 


9.17 pav. 
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9.38. Į ritinio formos inda, kurio pa- 
grindo skersmuo 8 cm, įmestas sunkus ru- 
tulys, kurio spindulys lygus r (9.18 pav.). 
Į indą pripilta tiek vandens, kad jis ap- 
semtų rutulį. Su kuria r reikšme pripilto 
vandens kiekis bus didžiausias? 

9.39. Langas yra stačiakampis su pus- 
skrituliu viršuje. Jo perimetras lygus p. 
Kokius lango matmenis reikia parinkti, 
kad jo plotas būtų didžiausias? 

9.40. Iš apvalaus rąsto, kurio sker- 
smuo 40 cm, reikia išpjauti stačiakampę si- 
ją. Jos pagrindas lygus b, o aukštinė - h. 
Sijos tvirtumas proporcingas bh?. Su kurio- 
mis b ir A reikšmėmis sija bus tvirčiausia? 

9.41. Iš metalinių vamzdžių, kurių 
bendras ilgis 36 m, reikia pagaminti rėmą, 
sudarytą iš 4 lygių stačiakampių ir vieno 
pusapskritimio (9.19 pav.). Vieno stačia- 
kampio plotis yra x m, o aukštis — A m. 

1. Įrodykite, kad bendras rėmo plotas 
S apskaičiuojamas pagal formulę 

S=24x-4x* -im. 

2. Raskite, koks turi büti rémo pagrin- 
das, kad rėmo plotas būtų didžiausias. 
Kam lygus didžiausias rėmo plotas? 

9.42. Stačiakampį 294 m? ploto žemės 
sklypą pirma reikia aptverti, paskui per- 
skirti tvora į dvi lygias dalis. Kokie turi 
būti sklypo matmenys, kad visos tvoros il- 
gis būtų mažiausias? 

9.43 (VBE, 1999). Stačiakampį namo 
kiemą sudaro 72 m? ploto stačiakampė de- 
koratyvinė pievelė ir grįstas takas apie ją 
(9.20 pav.). 

1. Pievelės kraštinės ilgį prie 2 m plo- 
čio tako pažymėkite x. Įrodykite, kad kie- 
mo plotas . 

144 


S(x)=4x+ ——+80 (m°). 
x 


2. Raskite, kokio ilgio ir plocio kiemo 
plotas yra mažiausias. 


9.18 pav. 


9.20 pav. 
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9.44 (VBE, pakartotiné sesija, 
2003). I$ 10 m? medžiagos norima pa- 
siūti keturšlaitę taisyklingos piramidės 
formos palapinę su dugnu (į medžiagos, 
reikalingos siūlėms ir atraižoms, sąnau- 
das nekreipkite dėmesio). 

1. Piramidės pagrindo kraštinės ilgį 
pažymėję x (m) (9.21 pav.), įrodykite, 
kad piramidės tūrį V (x) galima apskai- 
čiuoti pagal formulę 


J10 10 - 2x? 
Tos LS A E : ) 


2. Koks turi būti piramidės pagrindo kraštinės ilgis x, kad pa- 
siūtume didžiausio tūrio palapinę? 


9.45. Valtis yra taške L, nutolusiame 3 km atstumu nuo kranto 
linijos AB (9.22 pav.). Keleivis nori patekti į kaimą B, esantį 5 km 
atstumu nuo taško A. Valties plaukimo greitis lygus 4 km/h, kelei- 
vio greitis pėsčiomis — 5 km/h. Kuriame kranto taške M turi išlipti 
keleivis, kad kaimą B pasiektų trumpiausiu laiku? Kam lygus tas 
laikas? 


9.22 pav. 


9.46 (VBE, 2000). Dviem keliais prie sankryžų artėja du auto- 

mobiliai pastoviu 60 km/h ir 80 km/h greičiu. Tarkime, kad keliai 

a tiesūs, susikerta stačiu kampu ir pradiniu laiko momentu au- 
vobiliai nuo sankryžos yra nutolę atitinkamai 2 km ir 3 km. 


9 skyrius FUNKCIJOS ISVESTINÉ IR JOS TAIKYMAS 


1. Pažymėkite S(t) - atstumo tarp automobilių kvadratas; čia 
t — laikas, matuojamas valandomis. Įrodykite, kad 


S(t) = 100742 -720: +13. 


2. Po kiek laiko atstumo tarp automobilių kvadratas bus 
mažiausias? 
3. Raskite mažiausią atstumą tarp automobilių. 


9.47. Trys brigados turi pagaminti tam tikrą vienodų detalių 
kiekį. Pirmoji brigada per dieną pagamina 200 detalių, antroji — m 
detalių mažiau negu pirmoji (0 <m < 200), o trečioji — 5m detalių 
daugiau negu pirmoji. Iš pradžių pirmoji ir antroji brigada, dirbda- 


1 vw à i 
mos kartu, atlieka 5 viso darbo, o paskui visos trys brigados, dirb- 


damos kartu, atlieka E likusio darbo. Koks turi büti dydis m, kad 


visas darbas būtų atliktas kuo greičiau? 


9.48 (VBE, pakartotinė sesija, 2002). Brilianto kaina tiesiog 
proporcinga jo masės kvadratui. Briliantas, kurio masė p karatų 
(1 karatas = 0,2 g), buvo padalytas į dvi dalis. Dėl to jo kaina suma- 
žėjo n kartų. Apskaičiuokite abiejų brilianto dalių masę. Įrodykite, 
kad didžiausias nuostolis būna tada, kai briliantas padalijamas į 
dvi vienodos masės dalis. 


9.49. Laboratorija ketina užsakyti tam tikrą kiekį vienodų sfe- 
rinių kolbų, kurių bendra talpa 100 1. Vienos kolbos kainą sudaro 
meistro darbo kaina, kuri tiesiog proporcinga kolbos paviršiaus plo- 
to kvadratui, ir medžiagos kaina, kuri tiesiog proporcinga kolbos 
paviršiaus plotui. Kolba, kurios tūris 1 1, kainuoja 1,25 €, o meistro 
darbo kaina sudaro 20% kolbos kainos (laikykite, kad kolbos siene- 
lės yra labai plonos). Ar laboratorijai užteks tam skirtų 100 €? 


9.50 (VBE, 2004). Pirklys Vakarų uoste už 1500 aukso monetų 
pasamdė laivą, kuris turi nuplukdyti jo prekes į vietovę, nutolusią 
nuo Vakarų uosto 1000 km atstumu. Su laivo savininku jis sutarė, 
kad šis už kiekvieną kelyje išbūtą valandą pirkliui grąžins po 9 
auksines monetas. Tariama, kad visą kelią laivas plauks pastoviu 
greičiu. Kai šis greitis lygus v km/h, tai kelio gale laivo savininkas 
privalo savo komandai išmokėti premiją, lygią 10 v auksinių mone- 
tų. Kokiu greičiu turi plaukti laivas, kad laivo savininko pelnas 
būtų maksimalus? Kam lygus šis pelnas? 
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PIRMYKSTÉ FUNKCIJA 
IR INTEGRALAS 


10.1. PIRMYKŠTĖ FUNKCIJA 


Pagrindinis diferencialinio skaičiavimo uždavinys — rasti funk- 
cijos F(x) išvestinę F(x) = Kx). Dažnai tenka spręsti atvirkštinį už- 
davinį - ieškoti funkcijos F(x), kai žinoma šios funkcijos išvestinė 
fx). Jei prisimintume mechaninę išvestinės prasmę, tai atvirkštinis 
uždavinys būtų toks: atkurti materialiojo taško tiesiaeigio judėjimo 
dėsnį, kai žinomas to taško greitis. 

Apibrėžimas. Funkcija F(x) vadinama funkcijos f(x) pirmykšte 
funkcija atkarpoje [a; bl, jeigu visuose šios atkarpos taškuose x tei- 
singa lygybė F(x) = Ax). 


Analogiškai apibrėžiama funkcijos f(x) pirmykštė funkcija be- 
galiniame bei atvirame intervale (a; b). 


1 pavyzdys. Funkcijos f(x) 2x? pirmykštės funkcijos F(x) in- 
6 6 6 
tervale (-0; +00) yra šios: F(x) = 2. F(x)= Tis F(x)- $252 y 


6 


6 
F(x) = +C (cia C - laisvoji konstanta), nes 


A O o - rm. à 


2 pavyzdys. Funkcijos f(x)= 


e pirmykštės funkcijos 


F(x) intervaluose nk -53 nk +3 (čia keZ) yra šios: F(x)=tgx, 
Flx)=tgx+71, F(x)=tgx-5, F(x)=tgx+C, nes 


l fü. 


F'(x) =(tgx) = (tgx + ny = (tgx -5Y = (tgx - C = ——- 
cos? x 


Vadinasi, jei funkcija f(x) turi vieną pirmykštę funkciją F(x), tai 
ji turi ju be galo daug ir jos apibūdinamos formule F(x) + C. Įrodyta, 
kad visos jos pirmykštės funkcijos gaunamos iš formulės F(x)+C 
keičiant konstantos C reikšmes. 
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10 skyrius PIRMYKSTÉ FUNKCIJA IR INTEGRALAS 


2 funkcijų lentelė 
Funkcija Pirmykštė 
funkcija 
x9 
?, Q x -l * 
1 


Ieškodami pirmykščių funkcijų, remsimés tokiais teiginiais. 
Tarkime, kad tam tikrame intervale funkcijos F(x) ir Glx) yra 
atitinkamai funkcijų f(x) ir g(x) pirmykštės funkcijos. Tuomet: 
1) F(x) + G(x) yra funkcijos f(x) - g(x) pirmykštė funkcija; 
2) "at yra funkcijos of(x) pirmykštė funkcija; čia 0.=const; 
3) L F(ax & b) yra funkcijos flax+b) pirmykštė funkcija; čia 
a ir b — pastovieji dydžiai. 


3 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) - 4sin x- 3 pirmykštę 
funkciją. 

Sprendimas. Kadangi funkcijų sin x ir 4 pirmykštės funkcijos 
yra -cos x ir -1 , tai funkcijos f(x) = 4sin x- x pirmykštė funk- 
cija yra 

F(x)-4- Cos2-[-1«c =-4cosx +14 C.A 


4 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x)-(7x-3) pirmykštę 
funkciją, kurios grafikas eitų per tašką M|1; E 5 
4 
Sprendimas. Kadangi funkcijos x? pirmykštė funkcija yra E. 5 
tai, remiantis trečiuoju teiginiu, funkcijos f(x) = (7 x —3) pirmykštė 
funkcija yra 
_1(7x-3)} _(Tx-3) 
ae —É dca xm +C 


.1—3M 
Pagal sąlygą F(1)- E , todėl gauname lygybę e D +C; 
iš čia C= - 8. Vadinasi, pirmykštė funkcija, kurios grafikas eina 
per tašką ux 1) yra tokia: 


_(x-3 — 
Fla) = => 8.A 
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* Pratimai 
10.1. Raskite funkcijos f (x) pirmykštę funkciją: 
1) fG) -2x -Tsinx; 2) f(x) » (x * 2)! - cos2x ; 


„kai xe[0; +00); 
4) f(x) -17cos(3x 4) x(x «1x ; 5) f(x) =sin3xcos5x . 


10.2. Raskite funkcijos Ax) pirmykštę funkciją, kurios grafikas 
eina per tašką M: 
1) f4)=Ž, MG; 1); 2) fG) - sin'z, M|7; E), 
x? 4' 8 


3) fx) =e”, M(1n2; 3) 


10.2. INTEGRALAS IR JO TAIKYMAS 


Tarkime, kad F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija atkar- 
poje [a; b]. Skirtumas F(b) — F(a) vadinamas funkcijos f(x) integralu 


atkarpoje [a; b] ir žymimas simboliu | fax. 
b a 
Taigi pagal apibrėžimą [ f(x)dx =F(b) - F(a). 


Šį skirtumą įprasta žymėti taip: F(b)- F(a) = F Go. 
Tuomet 


b 
[fds = F (x), = F(6)- F(a). (1) 
S 2 
1 pavyzdys. Apskaičiuokime integralą |(8x* -2x+7)dx. 
1 


Sprendimas. Kadangi funkcijos f(x)=3x? -2x+7 pirmykštė 
funkcija yra F(x)=x*-x?*+7x, tai 


2 
[(3x* -2x +7)dx = (x° -x° 72) 


x 
= (2 -2*47.2-1 41? -7.1)-11. 


Sakykime, kad atkarpoje [a; b] apibrėžta teigiama tolydžioji 
funkcija Ax). Figūra, kurią iš apačios apriboja abscisių ašis, iš šonų 
- tiesės x=a ir x=b, iš viršaus — funkcijos f(x) grafikas, vadinama 
kreivine trapecija (10.1 pav.). 


2 
1 
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10 skyrius PIRMYKSTÉ FUNKCIJA IR INTEGRALAS 


y =f,(x) 


10.1 pav. 10.2 pav. 
Tokios kreivinés trapecijos plotas apskaičiuojamas pagal formule 
b 
S= | f(x)dx; (2) 
čia Ax)>0, kai xela; b]. i 


Kai figūrą riboja dvi kreivės y= f(x) bei y= f(x) ir tiesės 
x=a bei x=b (10.2 pav.), tai jos plotas yra lygus 
b 


S = (660 -f(x)dx . (3) 


2 pavyzdys (VBE, 2001). Brezinyje (10.3 pav.) pavaizduota 
figūra, apribota kreivémis y =cosx ir y= 2 Apskaičiuokime šios 
figūros plotą. 

Sprendimas. Kadangi figūra yra simetriška ašies Oy atžvilgiu, 
tai, pritaikius (3) formulę, jos plotas S išreiškiamas taip: 

b 
S= 2f(cosx -i i 
Taško B abscisę b rasime, išsprendę lygtį cosx = 2 kai 


„Taigi „ni 
aigi b g ir 


E z 
1 z 1 B sH 1 
S =2]|| cosx- = =2[sinx-=x | -2|sinz--- 
[r2 -22] (m$ 


sefu 5 „Iš čia x= 


y = COSX 
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Išspręsime VBE 2003 m. pa- 

kartotinės sesijos uždavinį, 
kuriame pakeistos tik skaitinės 
dydžių reikšmės. 
* 3 pavyzdys (VBE, pa- 
kartotinė sesija, 2003). Atku- 
riant žemės nuosavybę, ūkinin- 
kui vietoj trapecijos formos 
sklypo (10.4 pav., a) buvo pasiú- 
lytas sklypas prie ežero, kurio 
krantas yra parabolės formos. 
Parabolės viršūnė yra taškas A 
(10.4 pav., b). 

Kiek kvadratinių kilometrų 
žemės prarastų ūkininkas, jei 
priimtų pasiūlytą sklypą? 

Sprendimas. Įveskime koor- 
dinačių sistemą (10.4 pav., c). 
Kadangi AB=0,3, BC=0,3- 
—0,2=0,1, tai randame tašką C 
(0,3; 0,1). Ükininko prarastos Ze- 
més plotas bus lygus trikampio 
ABC ir kreivinés trapecijos ABC 
plotu skirtumui. Norédami ap- 
skaičiuoti kreivinés trapecijos 
ABC plotą, visų pirma turime 
parašyti parabolės lygtį. 
Parabolės viršūnė yra koordina- 
čių pradžios taškas, o jos lygtis 
yra y=ax?. Kadangi parabolė ei- 
na per tašką C, tai jo koordina- 
tės tinka parabolės lygčiai. Vadi- 
nasi, teisinga lygybė 


a) 


0,2 km 


0,3 km 


b) 


0,3 km 


0,1 =a-(0,3); iš čia a= 


0,3 km 


10.4 pav. 
10 ir y ud 
9 9 


Ieškomos kreivinės trapecijos ABC plotas lygus 


0,3 

10 x? 

u yd. 
ES 3 |l, 


. 10 
27 


z7 ((0,3) -0) =0,01 . 


Ükininko prarastos Zemés plotas bus lygus 


all 017 2-0, 3-0,1-0,01=0,005. 


Atsakymas. 0,005 km?=0,5 ha. 
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C(0,3; 0,1) 


10 skyrius PIRMYKSTÉ FUNKCIJA IR INTEGRALAS 


4 pavyzdys (VBE, pakartotiné sesija, 2002). Figüra apri- 
boja kreivės y= -x ir y=x*+ax+6. Parabolės liestinė, nubrėžta 
per tašką, kurio abscisé x- -3, su ašimi Ox sudaro kampą 
«=n-arctg 2. Apskaičiuokite figūros plotą. " 

Sprendimas. Pirmiausia randame parametro a reikáme. Zino- 
me, kad kampo tangentas yra liestinés krypties koeficientas k, to- 
dėl k = tg(r — arctg2) = -tgarctg2 = -2. Antra vertus, liestinés kryp- 
ties koeficientas lygus funkcijos y = x? +ax+6 išvestinės reikšmei, 
apskaičiuotai taške x= — 3. Taigi y'=2x +a, y (-3)=-6+a.Kadan- 
gi k = y (3), tai -6+a = -2 ir a=4. Vadinasi, parabolės lygtis yra 
y=x*+4x+6. Išsprendę lygčių sistema 

| y=x +4x+6, 
y=-X, 
randame kreivių susikirtimo taškų abscises x,=-3 ir x, =-2 
(10.5 pav.). 
Pritaikę (3) formulę, gauname: 


2 
S = | (-x-x* -4x -6)dx =- f(x +5x+6)dx = 
3 


-2 


Pratimai 


2 
10.3 (VBE, pakartotiné sesija, 2001). [42x dx = 


0 
342 8 342 4 
A à B 6: 9. a M 
2^ 6; f e 3; Hu Sa 
2. 
10.4 (VBE, 2001). |* de 
1 
3 3 1 3 3 
A? p B v " LO $, a 
3 +12; 24+1n2; C "E D "E E 7 
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10.5. Apskaiciuokite integralus: 


t dy 3 3 
1) |=; 2) | (4x? -1)dx ; 3) |cos2xdx ; 
i fí ) J 
" 6 
ta?+1 1 t 
4) dx; 5) |(sinx+c0s4*dx; 6) f|2*-2”|dx. 
1 xx 0 -1 
10.6. Apskaičiuokite figūros, kurią riboja šios kreivės, plotą: 
1) y-x?, y=2; 
2) yz3-2x-x?, x20, y=0, x= -3; 
E = „T „„Šn. 
3) y=sinx, y=0, x=3, x "E 


4) y2x?, y - 2- x?. 

10.7. Apskaičiuokite figūros, kurią riboja kreivė y = 4x? - ax +2 
ir tiesė y =-8x — 46 , plotą, kai kreivės liestinė taške x= -5 ir ašis 
Ox sudaro kampą, lygų x-arctg 20. 

10.8. Su kuria reikšme figūros, apribotos kreivėmis y=sin 2x, 

x. 
y=0, x= 6 ir x=a, plotas lygus 0,5? 


10.9. Išspręskite nelygybę fía —Ax)dx < à? - 2a. 
0 


10.10 (VBE, 2002). Parabolé, kurios ¿akos nukreiptos Zemyn, 
kerta ašį Ox taškuose x=0 ir x=1. Plotas, apribotas parabole ir 
ašimi Ox, lygus 2. Raskite šios parabolės lygtį. 

10.11. Kreivine trapeciją riboja parabolės y =ax* +bx +c lan- 
kas, tiesės x=0 bei x=4 ir ašis Ox. 


0| 05 1 15 2 25 3 35 4 
10.6 pav. 
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10 skyrius PIRMYKSTÉ FUNKCIJA IR INTEGRALAS 


1. Raskite koeficientus a, b, c, kai žinomi trys parabolės taškai 
(0; 1), (2; 5), (4; 1). 

2. Apskaičiuokite tikslią kreivinės trapecijos ploto reikšmę. 

3. Apskaičiuokite apytikslę kreivinės trapecijos ploto reikšmę, 
pakeitę ją laiptuota figūra OABCDEFG (10.6 pav.). 

4. Apskaičiuokite absoliučiąją ir santykinę apytikslės ploto 
reikšmės paklaidą, išreikštą procentais 0,1 tikslumu. 


10.12. Kvadrato viršūnės yra taškuose M, i o) M, E o) 


M, (s p|, M, x. Ji čia p » 0. Per viršūnes M, ir M, nubrėžta 
parabolė, kuri liečia kvadrato kraštinę M,M, jos vidurio taške. 


1. Parašykite šios parabolės lygtį. 
2. Raskite, kokiu santykiu ši parabolė dalija kvadrato 


M,M,M,M, plotą. 


10.13. 10.7 paveiksle pavaizduoti kreivės y =x + p(p 2 2) bei per 
tašką O (0; 0) einančios parabolės, kurios viršūnė yra taške A (2; 2), 
grafikai. 

1. Užrašykite šios parabolės lygtį. 

2. Apskaičiuokite plotą figūros, apribotos kreive y = x? 4 p ir tie- 

sėmis x=0, x=2 bei y=0. 

3. Nustatykite, su kuriomis p reikšmėmis gautosios figūros plo- 

tas yra trigubai didesnis už plotą figūros, apribotos duotaja 
parabole ir tiesėmis y=0 bei x=2. 


10.14 (VBE, 2004). Duota funkcija Ax)= - 2x +4. 

1. Raskite funkcijos Ax) pirmykštę funkciją, kurios grafikas 
eina per tašką (2; 1). 

2. Apskaičiuokite kreivinės trapecijos, kurią riboja gautosios 
pirmykštės funkcijos grafikas bei ašis Ox, plotą. 
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KOMBINATORIKOS 
TIKIMYBIU TEORIJOS 
IR STATISTIKOS PRADMENYS 


11.1. KOMBINATORINÉ SUDETIES 
IR DAUGYBOS TAISYKLES 


Skyrelį pradésime pavyzdžiu. 


1 pavyzdys. Mokinys ketina pirkti vieną vadovėlį. Knygyne 
yra šių skirtingų vadovėlių: lietuvių kalbos - 2, matematikos -3 ir 
fizikos - 2. Vadinasi, yra 2 galimybės pasirinkti lietuvių kalbos 
vadovėlį, 3 - matematikos ir 2 — fizikos, taigi iš viso yra 2+3+2=7 
vieno vadovėlio pasirinkimo būdai. 

Apibendrinsime šį pavyzdį. 

Tarkime, aibėje A, yra n, elementų, aibėje A, - n, elementų, ..., 
aibėje A, — n, elementų, o kiekviena aibių pora neturi bendrų ele- 
mentų. Tuomet pasirinkti vieną elementą iš jų (arba iš A,, arba iš 
A» ..., arba iš A,) galima 

n+n,+...+n (1) 
būdais. (1) formulė nusako kombinatorinę sudėties taisyklę. 


2 pavyzdys. Sakykime, kad 1 pavyzdyje minėtas mokinys 
ketina pirkti visų vadovėlių po vieną. Keliais būdais jis gali suda- 
ryti trijų vadovėlių komplektą? . 

Sprendimas. Lietuvių kalbos vadovėlius pažymėkime L,, L,, ma- 
tematikos - M,, M,, M,, fizikos — F,, F, ir nupieškime galimybių 
medį (11.1 pav.), kuris ir iliustruoja pasirinkimo galimybes. 

Taigi mokinys gali pirkti komplektą L,M,F, arba L,M,F,, arba 
L,M,F, ir t. t. Tokių komplektų iš viso yra 2-3-2=12. A 


Mokinys UNS F. 


222 


11 skyrius KOMBINATORIKOS, TIKIMYBIU TEORIJOS IR STATISTIKOS PRADMENYS 


Apibendrinsime ir šį pavyzdį. 

Tarkime aibėje A, yra n, elementų, aibėje A, - n, elementu, ..., 
aibėje A, - n, elementu. Tuomet elementu komplektui sudaryti, 
pasirenkant po vieną elementa iš kiekvienos aibės (ir iš A,, ir iš A,, 
..., ir iš Aj), yra 

N, Nng.. N (2) 
būdų. MEL. 

(2) formulé nusako kombinatorine daugybos taisykle. 

Atkreipiame skaitytojo dėmesį į tai, kad sudėties taisyklė susi- 
jusi su jungtimi „arba“, o daugybos taisyklė — su jungtimi „ir“. 


3 pavyzdys. Lietuvoje automobilio registracijos numerį suda- 
ro šeši ženklai: pirmieji trys — lotynų abėcėlės raidės, parenkamos 
iš 22 raidžių, antrieji trys — skaitmenys, parenkami iš 10 skaitme- 
nų. Ženklinant automobilį, skaitmenų rinkinys 000 nenaudojamas. 

1. Kiek tokių registracijos numerių galima sudaryti? 

2. Kiek registracijos numerių, skirtų Kauno regionui, galima 

sudaryti, jei visų šių numerių vidurinė raidė yra K? 

Sprendimas. 1. Kiekvieną raidę, tiek pirmąją, tiek antrąją, tiek 
trečiąją, galima parinkti n,=n,=n,= 22 būdais, todėl raidinę nu- 
merio dalį galima sudaryti n,-n,-n,=22-22-22=10 648 būdais. 
Kiekvieną skaitmens vietą galima užpildyti n,=n;=n4= 10 būdų, 
todėl skaitmeninę numerio dalį galima sudaryti n,-n,-n4= 

10-10-10= 1000 būdų. Vadinasi, iš viso gali būti 10648-1000 = 
10 648 000 skirtingų numerių. Tiesa, tarp jų bus ir numeriai, ku- 
riu skaitmeninė dalis — vien nuliai. Iš viso tokių numerių bus 


22-22-22-1-1-1=10 648. 


Vadinasi, iš viso galima sudaryti 10648000-10648= 
10 637 352 registracijos numerius. 
2. Kadangi vidurinė numerio raidė K nekaitaliojama, tai Kauno 
regionui skirtų numerių kiekis lygus 


22-1.22-10-10-10-22-1-22-1-1-1=483 516. A 


Pratimai 

11.1. Iš skaitmenų 1 ir 2 sudaryti visi galimi vienaženkliai, 
dvizenkliai, triženkliai ir keturženkliai skaičiai. Kiek jų yra iš viso? 

11.2. Kiek triženklių skaičių galima užrašyti skaitmenimis 1, 2, 
4, 4, 5, jei nė vienas skaičiaus skaitmuo nesikartoja? 


11.3. Kiek triženklių skaičių galima užrašyti skaitmenimis 1, 2, 
4, 4, jei bet kuris skaičiaus skaitmuo gali kartotis? 
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11.4. Valgykla pietums siūlo 4 rūšių užkandžius, 3 rūšių sriu- 
bas, 4 rūšių antruosius patiekalus ir 2 rūšių desertus. Kiek skirtin- 
gų variantų pietų galima sudaryti pasirenkant kiekvieno patiekalo 
po vieną? 

11.5. Automobilio registracijos numerį sudaro 2 raidės, kurios 
parenkamos iš 22 raidžių, bei 4 skaitmenys, kurie parenkami iš 10 
skaitmenų. Zenklinant automobilį, skaitmenų rinkinys 0000 nenau- 
dojamas. Kiek skirtingų automobilio numerių galima sudaryti? 

11.6. Pranešimai koduojami trijų ženklų +, -, x rinkiniais, 
sudarytais iš vieno arba dviejų, arba iš trijų skirtingų ženklų. Kiek 
skirtingų pranešimų galima sudaryti? 


11.2. GRETINIAI, KĖLINIAI, DERINIAI 


Tarkime, iš n skirtingų elementu a,, a,, ..., a, sudaromi junginiai 
(rinkiniai) po m elementų; čia 1<m € n ir pasikartojančių elementų 
junginyje nėra. Junginiai gali skirtis elementų skaičiumi, pačiais 
elementais bei elementų tvarka, kuri gali būti svarbi arba nesvarbi. 

1 apibrėžimas. Junginiai, sudaryti iš n elementų po m ele- 
mentų, kurie skiriasi vienas nuo kito bent vienu elementu arba ele- 
mentų tvarka, vadinami gretiniais iš n elementų po m. 


Gretinių skaičius iš n elementu po m žymimas simboliu A" ir 
apskaičiuojamas pagal formulę 


A" 2 n(n- (n -2)..(n -m 1) = Y. (3) 
i (n-m)! 

1 pavyzdys. Grožio konkurse „Mis abiturientė“, kuriame da- 
lyvauja 16 abiturienčių, išrenkama mis, pirmoji vicemis ir antroji 
vicemis. Kiek yra būdų nugalėtojų trejetukui sudaryti, jeigu bet 
kuri konkurso dalyvė gali į jį patekti? 

Sprendimas. Junginiai, sudaryti iš 16 konkurso dalyvių po 3, 
yra gretiniai, nes jie gali skirtis ir pačiomis dalyvėmis ir titulais, 
kurie suteikiami 3 išrinktoms dalyvėms. Todėl tokių trejetukų skai- 
čius, remiantis (3) formule, yra lygus 


A? =16-15-14=3360. A 


Atskirą gretinių rūšį gauname, kai juos sudarome iš n elemen- 
tų po n. Aišku, kad tokie junginiai yra sudaryti iš tokių pat elemen- 
tų ir vienas nuo kito skiriasi tik elementų tvarka. 

2 apibrėžimas. Gretiniai, sudaryti iš visų duotųjų elementų, 
vadinami kėliniais. 
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Kėlinių skaičius i$ n elementu žymimas simboliu P, ir apskai- 
čiuojamas pagal formule 
P.=n!. (4) 


2 pavyzdys. Iš skaitmenų 1, 2, 3, 4, 5, nekartojant jų, suda- 
romi skirtingi penkiaženkliai skaičiai. 

1. Kiek iš viso tokių skaičių galima sudaryti? 

2. Kiek tarp jų bus lyginių skaičių? 

3. Kiek bus tokių, kurie nesidalys iš 5? 

Sprendimas. 1. Kadangi iš 5 skaitmenų sudaromi penkiaženk- 
liai skaičiai, taigi — junginiai po 5 elementus, tai šie junginiai yra 
kėliniai, o jų skaičius lygus 

P,-25!-25.4.3.2.1- 120. 

2. Lyginiai bus tie skaičiai, kurie baigiasi skaitmenimis 2 arba 
4. Penkiaženklius lyginius skaičius, kurie baigiasi skaitmeniu 2, 
galima gauti taip: reikia iš 4 skaitmenų 1, 3, 4, 5 sudaryti visus 
įmanomus keturženklius skaičius ir prie jų visų gale prirašyti skait- 
menį 2. Junginiai, sudaryti iš 4 skaitmenų po 4, yra kėliniai, todėl 
jų skaičius lygus P,=4!=4-3-2-1=24. Taigi lyginių penkiaženklių 
skaičių, kurie baigiasi skaitmeniu 2, yra 24. Tiek pat yra ir lyginių 
penkiaženklių skaičių, kurie baigiasi skaitmeniu 4. Vadinasi, iš viso 
lyginių penkiaženklių skaičių, sudarytų iš skaitmenų 1, 2, 3, 4, 5, 
yra 48. 

3. Iš 5 dalysis tie iš skaitmenų 1, 2, 3, 4, 5 sudaryti penkiaženk- 
liai skaičiai, kurie baigiasi skaitmeniu 5. Tokių skaičių yra P, - 4! = 24. 
Vadinasi, nesidalijančių iš 5 yra 120 - 24 =96 skaičiai. A 

3 apibrėžimas. Junginiai, sudaryti iš n elementų po m (m € n), 
kurie skiriasi vienas nuo kito bent vienu elementu, bet ne jų tvarka, 
vadinami deriniais iš n elementų po m. 

Deriniu iš n elementu po m skaičius žymimas C; ir apskai- 
čiuojamas pagal formulę 


m _ Ar _ n(n-Dn-2)...(n-—m+1) n! 
C = = 7 = ! . 
m! mY(n — m)! 


n 


(5) 


Teisingos tokios formulés: 

Dc"zscC, 

2) C" +C” =C”; tia 1<m <n. Ši lygybė vadinama Paskalio 
taisykle. 

3 pavyzdys (VBE, 2002). Iš 20 loterijos bilietų, tarp kurių 5 
yra „laimingi“, atsitiktinai traukiami du. Kiek yra galimybių iš- 
traukti bent vieną „laimingą“ loterijos bilietą? 

A 75; B 190; C 210; D 85; E 80. 
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Sprendimas. Posakis „ištraukti bent vieną „laimingą“ bilietą“ 
reiškia, kad tarp dviejų ištrauktų bilietų yra arba vienas, arba du 
„laimingi“ bilietai. 

Vieną „laimingą“ bilietą iš 5 „laimingų“ galima ištraukti C; 
būdais. Kai traukiami du bilietai, tai antrasis ištrauktas bilietas 
turi būti „nelaimingas“ ir jį iš 15 „nelaimingų“ bilietų galima iš- 
traukti Cl, būdų. Taigi ištraukti vieną „laimingą“ bilietą, remiantis 
kombinatorine daugybos taisykle, galima 


Ci C =5-15=75 
būdais. 


5! 

3i 3i- 10 
büdu. Vadinasi, pagal kombinatorine sudéties taisykle yra 
75-10-85 galimybės ištraukti bent vieną „laimingą“ bilietą. Tei- 
singas yra D atsakymas. A 

Visiškai taip pat sprendžiamas pavyzdys, kuriame iš 15 baltų ir 
5 juodų dėžėje esančių rutulių atsitiktinai ištraukiami 2 rutuliai ir 
norima rasti, kiek yra galimybių ištraukti bent vieną juodą rutulį. 


Ištraukti du „laimingus“ bilietus i$ 5 galima C2 = 


4 pavyzdys. Išspręskime lygtį Cf, =11C?. 
Sprendimas. Remiantis (5) formule, C, "arme Das D 
ir C? = sD, duotoji lygtis tampa tokia: 
(x * 2)(x - 1)x (x — 1) 
24 (6) 
Kadangi x 20 ir x 2 1 (reiškiniai Cf, C; neturi prasmės, nes iš 
0 ar 1 elemento nejmanoma sudaryti gretiniu po 4 elementus), tai, 
suprastine abi (6) lygybés puses iá x (x — 1), gauname lygti 
(x - 2x41) 2132 o x? +3x-130 - 0, 


turinčią sprendinius x,= - 13 ir x,= 10. Sprendinys x, netinka, nes 
elementų skaičius negali būti neigiamas. 
Atsakymas. x=10. A 


x(x-1) 
=11 == 
2 


Pratimai 


11.7. Grupéje yra 24 studentai. I$ ju renkamas seniünas ir sek- 
retorius. Kiek yra büdu tai padaryti? 


11.8. Zirgu lenktynése dalyvauja 12 Zirgu. Kiek yra skirtingu 
būdų pirmosioms trims vietoms užimti? 


11.9. Iš skaitmenų 5, 6, 7, 8, nekartojant jų, sudaromi skirtingi 
keturženkliai skaičiai. 
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1. Kiek tokiu skaiciu galima sudaryti? 

2. Kiek tarp ju bus lyginių skaičių? 

3. Kiek bus tokių skaičių, kurie dalijasi iš 5? 

11.10. Susirinkime turi kalbėti 5 žmonės: A, B, C, D, E. 

1. Keliais būdais juos galima surašyti pranešėjų sąraše, jeigu 
B negali kalbėti pirmiau negu A? 

2. Išspręskite tą patį uždavinį, jeigu B turi kalbėti tuoj po A. 

11.11. Iš dėžės, kurioje yra 5 balti ir 2 juodi rutuliai, atsitikti- 

nai ištraukiami 2 rutuliai. Kiek yra galimybių ištraukti: 

1) abu baltus rutulius; 

2) vieną baltą ir vieną juodą rutulį; 

3) abu juodus rutulius; 

4) bent vieną baltą rutulį? 


11.12. Iš 10 loterijos bilietų 2 bilietai yra „laimingi“. Atsitikti- 
nai ištraukiami 5 bilietai. Kiek yra galimybių: 

1) ištraukti vieną „laimingą“ bilietą; 

2) ištraukti du „laimingus“ bilietus; 

3) ištraukti bent vieną „laimingą“ bilietą. 

11.13. Pagaminta 1000 gaminių. Iš jų 2% yra nekokybiški. At- 
sitiktinai parenkami 48 gaminiai. Kiek yra galimybių, kad 2 gami- 
niai bus nekokybiški? 

11.14. Grupėje yra 20 studentų - 12 vaikinų ir 8 merginos. 
Į studentų sąjungos konferenciją išrenkami 4 delegatai - 2 vaiki- 
nai ir 2 merginos. 

1. Kiek tokių delegacijų galima sudaryti? 

2. Kiek delegacijų galima sudaryti, jei vienas jos narys išren- 

kamas vadovu? 


11.15. Išspręskite lygtis: 


1) C3? +20} „< Tx- D: 2) GAC =20; 
A? 2 . x-4 _ 7 3 
3) C = 336 , 4) C = ig^ $ 


11.3. KLASIKINIS TIKIMYBES APIBRĖŽIMAS 


Tarkime, metamas lošimo kauliukas. Simboliu E, pažymėkime 
įvykį, kad iškrito A akučių (+=1, 2, ..., 6). Tuomet šeši įvykiai Æ}, 
E, E, E, E,, E; sudarys visų galimų baigčių aibę. 

Įvykiams E, būdinga tai, kad jų negalima išskaidyti į kitus pa- 
prastesnius įvykius ir jie negali įvykti kartu. Sakoma, kad įvykiai 
E,, E,, E,, E,, E,, E; sudaro elementariųjų įvykių aibę. 
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Sakykime metamos dvi monetos. Raidémis H ir S paZymékime 
atitinkamai įvykius, kad atvirto herbas arba skaičius. Galimos baig- 
tys yra tokios: HH, HS, SH, SS. Jos ir sudaro elementariųjų įvykių 
aibę. 

Grįžkime prie pavyzdžio apie lošimo kauliuką. Tarkime, mus 
domina įvykis A — „Iškrito lyginis akučių skaičius“. Palankios yra 
trys galimybės — elementarieji įvykiai E,, E,, Es. Šie trys įvykiai ir 
vadinami palankiais įvykiui A elementariaisiais įvykiais. 

Sakykime, kad elementariųjų įvykių aibė yra baigtinė, elemen- 
tarieji įvykiai yra vienodai galimi. 

Pažymėkime: m - palankių įvykiui A elementariųjų įvykių 
skaičius, n — visų galimų elementariųjų įvykių skaičius, P(A) - 
įvykio A tikimybė. 

Klasikinis tikimybės apibrėžimas nusakomas formule 


P(4)=". 
n 

1 pavyzdys (VBE, pakartotiné sesija, 2003). Nudazytas 
kubas supjaustytas į 64 vienodo didumo kubelius (11.2 pav.). Juos 
sumaišius, atsitiktinai paimamas vienas kubelis. Apskaičiuokite ti- 
kimybę, kad šis kubelis: 

1) turės vieną nudažytą sienelę (įvykis A); 

2) turės dvi nudažytas sieneles (įvykis B); 

3) turės vieną arba daugiau nudažytų sienelių (įvykis C). 

Sprendimas. Kubas turi 8 viršūnes, 6 sienas ir 12 briaunų. Prie 
kiekvienos viršūnės yra po vieną kubelį su trimis nudažytomis sie- 
nomis. Taigi iš viso tokių kubelių yra 8. Prie kiekvienos kubo briau- 
nos yra po 2 kubelius, kurių dvi sienelės nudažytos, todėl iš viso 
tokių kubelių yra 2-12 - 24. Kiekvienoje kubo sienoje yra po keturis 
kubelius, kurių nudažyta tik viena sienelė. Taigi tokių kubelių yra 
4-6=24. Kubo viduje yra 8 kubeliai, kurių nė viena sienelė nenu- 
dažyta. 

1. Gavome, kad įvykiui A palankių įvykių yra 24. Kadangi visų 
galimų elementariųjų įvykių skaičius lygus 64, tai 


„24 3 
P(A)= 6478" 
2. Analogiškai 
„24 3 
EE 


3. Kadangi kubelių, kurių nudažyta viena, 
dvi ar trys sienelės, yra 8+24+24=56, tai 
56 7 


A 
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2 pavyzdys. „Loto“ biliete uZbraukiami 6 skaitmenys iš 49 
skaitmenų 1, 2, 3, ..., 49. Apskaičiuokite tokių įvykių tikimybes. 

1) A,=,Atspeti 6 skaitmenys“; 

2) A,= „Atspėti 5 skaitmenys“; 

3) A¿=,Atspeéti 4 skaitmenys“. 

Sprendimas. 1) 6 skaitmenis iš 49 galima uZbraukti C$, bū- 
dais, todėl visų galimų elementariųjų įvykių skaičius n = C$, = 
=13 983 816. Kadangi „laimingas“ yra tik vienas šešių skaitmenų 
rinkinys, tai palankių mus dominančiam įvykiui elementariųjų įvy- 
kių skaičius yra n =1. Todėl tikimybė 

1 
Paje 13983816 

2) [vykiui A, yra palankūs tie šešių skaičių rinkiniai, kuriuose 
penki skaičiai yra „laimingi“, o vienas - „nelaimingas“. Kadangi 5 
„laimingus“ skaičius iš 6 galima išrinkti C būdais, o 1 „nelaimin- 
gą“ iš 43 — Cj, būdais, tai, remiantis kombinatorine daugybos tai- 
sykle, m = C2 -C4 =6-43=258. Tuomet 


_ 258 
PA) = 13983816 
3) Analogiškai gauname, kad 


=7.-10*. 


=2-107?. 


CiCih _ 13545 
C$, 13983816 


P(A,)= =103. A 

3 pavyzdys. Dėžėje yra 12 žalių, 11 raudonų ir 7 mėlyni 
vienodi rutuliai. Atsitiktinai išimami 8 rutuliai. Kam lygi tikimybė, 
kad tarp jų bus 3 žali, 2 raudoni ir 3 mėlyni rutuliai? 

Sprendimas. Iš 30 dėžėje esančių rutulių 8 galima išrinkti C$, 
būdais, taigi n= C;,. Kadangi 3 žalius iš 12 galima išrinkti Cj, 
būdais, 2 raudonus iš 11 - Cf, būdais, 3 mėlynus iš 7 - C? bū- 
dais, tai m = CÌ C;, C. Tuomet mus dominančio įvykio tikimybė 
bus lygi 

Cia Ch C? Ci C; 20,072. A 
30 

4 pavyzdys (VBE, 2001). 1. Kiek skirtingu keturZenkliu 
skaičių, kurių visi skaitmenys skirtingi, galima sudaryti i$ skaitme- 
nų 0, 1, 2, 3? . 

2. Iš skaitmenų 0, 1, 2, 3 atsitiktinai sudaromas keturženklis 
skaičius, kurio visi skaitmenys skirtingi. Kokia tikimybė, kad šis 
skaičius dalijasi iš 6? 
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Sprendimas. 1. Iš 4 nesikartojančių skaitmenų galima sudaryti 
P,=4!=24 keturženklius skaičius. Tačiau kai kurie jų prasidės 
skaitmeniu 0. Tokius skaitmenų rinkinius iš bendrojo keturženklių 
skaičių kiekio reikia pašalinti. Šiuos rinkinius galime gauti taip: iš 
skaitmenų 1, 2, 3 sudarome visus galimus triženklius skaičius ir 
prieš kiekvieną parašome nulį. Kadangi iš 3 skaitmenų, nekarto- 
jant jų, galima sudaryti P¿=3!=6 skirtingus triženklius skaičius, 
tai iš 24 ir reikės atmesti 6 keturženklius skaičius. Taigi iš skait- 
menų 0, 1, 2, 3 galima sudaryti 18 skirtingų keturženklių skaičių, 
kurių visi skaitmenys yra skirtingi. 

2. Iš 6 dalijasi tie skaičiai, kurie dalijasi iš 2 ir iš 3. Pagal 
skaičiaus dalumo iš 3 požymį, skaičius dalijasi iš 3, kai jo skaitme- 
nų suma dalijasi iš 3. Kadangi kiekvieno keturženklio skaičiaus, 
sudaryto iš skaitmenų 0, 1, 2, 3, skaitmenų suma lygi 6, tai visi 
tokie keturženkliai skaičiai dalijasi iš 3. Vadinasi, norint, kad jie 
dalytųsi iš 6, reikia, kad jie būtų lyginiai, taigi baigtųsi skaitmeniu 
0 arba 2. 

Keturženklius skaičius, kurie baigiasi 0, sudarome taip: iš skait- 
menų 1, 2, 3 sudarome visus galimus kėlinius ir kiekvieno rinkinio 
gale parašome skaitmenį 0. Vadinasi, keturženklių skaičių, kurie 
baigiasi nuliu, iš viso bus P¿=3!=6. Tiek pat bus ir keturženklių 
skaičių, kurie baigiasi skaitmeniu 2. Tačiau iš jų reikia išmesti tuos, 
kurie prasideda nuliu. Tokius rinkinius galima gauti kaitaliojant 
per vidurį esančius skaitmenis 1 ir 3, priekyje prirašant nulį, o gale 
— skaitmenį 2. Taigi tokių rinkinių iš viso bus P,- 2! - 2. Vadinasi, 
iš skaitmenų 0, 1, 2, 3 galima sudaryti 6+6-2= 10 lyginių ketur- 
ženklių skaičių, kurie ir dalysis iš 6. 

Tuomet tikimybė, kad atsitiktinai iš skaitmenų 0, 1, 2, 3 suda- 
rytas keturženklis skaičius dalijasi iš 6, lygi 


10.5 
18 9' 
Šį uždavinį galima išspręsti ir taikant kombinatorine daugybos 
taisyklę. Pavyzdžiui, skirtingų keturženklių skaičių, kurių visi 
skaitmenys skirtingi ir sudaryti iš skaitmenų 0, 1, 2, 3, kiekį galima 
rasti nagrinėjant jų sudarymo principą. Tarkime, pirmuoju 
keturženklio skaičiaus skaitmeniu įrašome bet kurį skaitmenį, 
išskyrus 0. Taigi pirmąjį keturženklio skaičiaus skaitmenį galime 
parinkti 3 būdais. Kadangi iš keturių esamų skaitmenų vienas 
skaitmuo jau „panaudotas“, tai antrąjį skaitmenį galime parinkti 3 
būdais. Trečiajį skaitmenį galime parinkti 2 būdais, o ketvirtąjį — 
1 būdu. Vadinasi, iš viso galima sudaryti 3-3-2-1= 18 skirtingų 
keturženklių skaičių. 


A 
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S Pratimai 

11.16. Metamas lošimo kauliukas. Apskaičiuokite šių įvykių ti- 
kimybes: 

1) A,= „Iškrito keturios akutės“; 

2) A,= „Iškrito lyginis akučių skaičius“; 

3) A,= „Iškrito pirminis akučių skaičius“; 

4) A,= „Iškrito ne mažiau negu trys akutės“. 

11.17. Metamos dvi monetos. Kokia tikimybė, kad vienos mone- 
tos atvirs herbas, o kitos — skaičius? 

11.18. 1985-1988 metais „Vagos“ leidykla išleido šešis A. Vie- 
nuolio raštų tomus, iš viso — 7 knygas, nes šeštąjį tomą sudarė dvi 
knygos. Šios 7 knygos atsitiktinai sustatomos lentynoje. Kokia tiki- 
mybė, kad abi šeštojo tomo knygos bus padėtos greta viena kitos? 

11.19. Iš penkių atkarpų, kurių ilgis 1, 3, 5, 7 ir 9, atsitiktinai 
išrenkamos trys. Kokia tikimybė, kad iš jų bus galima sudaryti 
trikampį? 

11.20 (MBE, 2001). Šešiose vienodose kortelėse surašytos rai- 
dės A, Y, L, S, T, U. Korteles atsitiktinai sudėliojame vieną šalia 
kitos. Apskaičiuokite tikimybę, kad gausime žodį „Alytus“. 

11.21. Kubas, kurio visos sienos nudažytos, supjaustytas į 1000 
vienodų kubelių. Raskite tikimybę, kad atsitiktinai paimto kubelio 
tik dvi sienos bus nudažytos. 

11.22. Iš skaitmenų 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9, nekartojant jų, 
sudaromi keturženkliai skaičiai. Kokia tikimybė, kad bus gautas: 

1) skaičius 1234; 

2) lyginis skaičius? 

11.23. Kortelėse užrašyti skaičiai 1, 2, 3, 5, 6, 7. Atsitiktinai 
paimamos 4 kortelės ir sudėliojamos paeiliui. Kokia tikimybė, kad 
bus gautas skaičius, kuris dalijasi iš 5? 

11.24. Žodį „mielės“ sukarpėme raidėmis ir keturias jų atsitik- 
tinai sudėliojome vieną šalia kitos. Kokia tikimybė, kad gausime 
žodį „eilė“? 

11.25. Kortelėse užrašyti skaičiai 0, 1, 2, 3, ..., 9. Atsitiktinai 
paimamos dvi kortelės ir sudedamos šalia. Kokia tikimybė, kad gau- 
tas dviženklis skaičius dalysis iš 18? 

11.26 (Bandomasis egzaminas, 1998). Metame šešiasienį lo- 
šimo kauliuką. Raide m pažymėsime iškritusių kauliuko akučių 
skaičių ir nagrinėsime kvadratinę lygtį x? + mx+1=0.. Raskite šių 
įvykių tikimybes: 

1) A= „Lygtis neturi realiųjų šaknų“; 

2) B= „Lygtis turi dvi skirtingas šaknis“. 


11.27. „Teleloto“ bilietą sudaro 25 kvadratinių langelių lentelė. 
Jos langeliuose surašyti skirtingi skaičiai, kompiuterio atsitiktinai 
pasirinkti iš intervalo nuo 1 iki 75. Nupirktas vienas „Teleloto“ 
bilietas. 

1) „Teleloto“ bilietas laimi „kampų žaidimą“, jeigu jo lentelės 
kampuose atspausdinti skaičiai yra tarp skaičių, surašytų 
ant pirmųjų 35 išridentų kamuoliukų. Kokia tikimybė lai- 
mėti „kampų žaidimą“? 

„Teleloto“ bilietas laimi „vidurinės eilutės žaidimą“, kai jo 
vidurinėje eilutėje atspausdinti skaičiai yra tarp skaičių, su- 
rašytų ant pirmųjų 40 išridentų kamuoliukų. Kokia tikimy- 
bė laimėti „vidurinės eilutės žaidimą“? 

„Teleloto“ bilietas laimi „įstrižainių žaidimą“, jeigu jo lente- 
lės įstrižainėse atspausdinti skaičiai yra tarp skaičių, sura- 
šytų ant pirmųjų 42 išridentų kamuoliukų. Kokia tikimybė 
laimėti „įstrižainių žaidimą“? 

„Teleloto“ bilietas laimi „aukso puodą“, jeigu visi jo lentelės 
skaičiai yra tarp skaičių, kurie surašyti ant pirmųjų 45 iš- 
ridentų kamuoliukų. Kokia tikimybė laimėti „aukso puodą“? 


2 


— 


3 


— 


4 


— 


11.4. |VYKIU SAJUNGOS, SANKIRTOS TIKIMYBÉ 


Įvykių sąjunga ir sankirta apibrėžiamos labai panašiai kaip ai- 
bių sąjunga ir sankirta. 


1 apibrėžimas. Įvykių A ir B sąjunga vadinamas toks įvykis, 
kuris įvyksta tada, kai įvyksta įvykis A arba B. Zymima: AUB. 


Pavyzdžiui, metamas lošimo kauliukas. Jei įvykis A= „Iškrito 
viena akutė“, įvykis B= „Iškrito trys akutės“, įvykis C = „Iškrito pen- 
kios akutės“, tai jų sąjunga bus AUBUC = „Iškrito nelyginis akučių 
skaičius“. 

Įvykių A ir B sąjungai AUB yra palankios visos baigtys, kurios 
palankios bent vienam įvykiui A ir B. 


2 apibrėžimas. Įvykių A ir B sankirta vadinamas įvykis, kuris 
įvyksta tada, kai kartu įvyksta įvykiai A ir B. Zymima: AB. 


Įvykių A ir B sankirtai AMB yra palankios tik tos baigtys, ku- 
rios kartu palankios A ir B. 


3 apibrėžimas. Įvykiai vadinami nesutaikomais, kai jų san- 
kirta yra negalimas įvykis. 


Tai reiškia, kad šie įvykiai negali įvykti kartu. Pavyzdžiui, me- 
tant monetą, negali tuo pačiu metu atvirsti herbas ir skaičius. 
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Nesutaikomųjų įvykių A ir B sąjungos tikimybė apskaičiuojama 
pagal formulę 

P(AUB) - P(A) + P(B). (7) 

Šią formulę galima taikyti ir kai nesutaikomų įvykių yra dau- 
giau negu du. 


95 1 pavyzdys. Šaulys šauna į taikinį. Tikimybė išmušti 10 taš- 
kų lygi 0,2, o išmušti 9 taškus - 0,5. Kam lygi tikimybė išmušti ne 
mažiau negu 9 taškus? 

Sprendimas. Pažymėkime įvykius: A=„Išmušta 10 taškų“, 
B= „Išmušta 9 taškai“. Įvykiai A ir B yra nesutaikomi, nes nejma- 
noma vienu šūviu išmušti ir 10, ir 9 taškus. Įvykis „Išmušta ne 
mažiau negu 9 taškai“ reiškia, kad išmušta 9, arba 10 taškų, todėl 
jis yra įvykių A ir B sąjunga AUB. Tuomet, remiantis (7) formule, 

P(AUB)=0,2+0,5=0,7. A 
4 apibrėžimas. Įvykiai A ir B vadinami nepriklausomais, jei 
P(ANB)=P(4)-P(B). (8) 

Si formulé taikoma ir tada, kai nepriklausomu jvykiu yra dau- 
giau negu du. 

Nuspresti, ar įvykiai yra nepriklausomi, galima iš uždavinio 
prasmės. Pavyzdžiui, tikimybė pataikyti į taikinį vienam iš dviejų 
šaudančių pabūklų nepriklauso nuo to, ar į taikinį pataikė kitas 
pabūklas. Panašiai skaičiaus iškritimas metant vieną iš dviejų 
monetų nekeičia skaičiaus iškritimo tikimybės metant antrą 
monetą. 


2 pavyzdys. Lošimo kauliukas metamas 3 kartus. Apskai- 
čiuokime įvykio A = „Nė karto neiškris 5 akutės“ tikimybę. 
Sprendimas. Pažymėkime: įvykis B,= „Metant kauliuką £-taji 
kartą, neiškris 5 akutės“; čia k=1, 2, 3. Tuomet 
A =B, NB,NB;. 
Kadangi įvykiai B,, B, ir B, yra nepriklausomieji, tai, remiantis 
(8) formule, 


Kadangi P(B,)=P(B,)=P(B,)= 2, tai P(A) - 2.9.9 ae 


(7) formulé teisinga tik tada, kai jvykiai yra nesutaikomieji. 
Kai įvykiai A ir B yra bet kokie, tuomet 


P(AUB)=P(A)+P(B)- P(Af1B). (9) 
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3 pavyzdys. Du priesléktuviniai pabüklai kartu, nepriklau- 
somai vienas nuo kito, šauna į lėktuvą. Lėktuvas numušamas, kai 
į jį pataiko bent vienas sviedinys. Tikimybė, kad lėktuvą pašaus 
pirmasis pabūklas lygi 0,85, kad antrasis - 0,7. Kokia tikimybė, 
kad lėktuvas bus numuštas? 

Sprendimas. Pažymėkime: įvykis Á = „Pataikė pirmojo pabūklo 
sviedinys“, įvykis B= „Pataikė antrojo pabūklo sviedinys“, tuomet 
įvykis AUB = „Lėktuvas numuštas“. Kadangi įvykiai A ir B nėra ne- 
sutaikomieji, tai teisinga (9) formulė. Vadinasi, 

P(AUB)=0,8+0,7-0,8-0,7=0,955. A 


5 apibrėžimas. Įvykis A vadinamas priešingu įvykiui B, kai 
Jis įvyksta tada ir tik tada, kai B neįvyksta. 
Paprastai įvykiui A priešingas įvykis žymimas simboliu A . Įvy- 
kių A ir A tikimybes sieja formulė 
P(4)=1-P(4). (10) 
Grįžkime prie 2 pavyzdžio. Įvykiui A = „Nė karto neiškris 5 aku- 
tes” priešingas yra įvykis A = „Bent vieną kartą iškris 5 akutės“ ir 
šio įvykio tikimybė 
X 125 _ 91 
P(A)=1- - —., 
(A) 216 216 
Išspręskime pavyzdžių, kuriuose kartu taikomas įvykių sajun- 
gos, įvykių sankirtos bei priešingojo įvykio sąvokos. 


4 pavyzdys (VBE, pakartotinė sesija, 2002). Tarkime, kad 
egzamino metu 6 studentai sėdi už bendro stalo ant vieno suolo, 
kurio abu galai yra šalia praėjimų. Egzaminą studentai baigia at- 
sitiktine tvarka ir išsyk išeina. Kokia tikimybė, kad bent vienas 
studentas, norėdamas išeiti, turės paprašyti praleisti kurį nors iš 
likusių savo draugų? 

Sprendimas. Uždavinį išspręsime pasinaudodami priešingojo 
įvykio sąvoka. Pažymėkime: įvykis A= „Bent vienas studentas, no- 
rėdamas išeiti, turės paprašyti, kad jį praleistų kuris nors iš likusių 
draugų“; jam priešingas įvykis A = „Nė vienas studentas, noréda- 
mas išeiti, neturės prašyti, kad jį praleistų kuris nors iš likusių 
draugų“. Tuomet 

P(A)=1-P(A), 


A = A,A,A,A, ; 


čia įvykis A, - ,Pirmas baigęs egzaminą studentas išeidamas nesu- 
trukdė savo likusių 5 draugų“; įvykis A,= „Antras baigęs egzaminą 
studentas išeidamas nesutrukdė savo likusių 4 draugų“; A,= „Tre- 


234 


11 skyrius KOMBINATORIKOS, TIKIMYBIU TEORIJOS IR STATISTIKOS PRADMENYS 


čias baigęs egzaminą studentas išeidamas nesutrukdė savo likusių 
3 draugų“; A,= „Ketvirtas baigęs egzaminą studentas išeidamas 
nesutrukdė savo likusių 2 draugų“. Kadangi iš 6 studentų yra tik 
2 sėdintys iš krašto, kurie išeidami nesutrukdo likusių, tai 


2 2 2 9 
P(A.) - 5; P(A)- 5. P(4,)- 3, P(A)-3 
ir 
-1-2.2.2 2. 43 
P4)-1-9 2 32718 


5 pavyzdys. Krepšininkas metė tris baudas. Tikimybės, kad 
bus pataikyta metant pirmąjį, antrąjį ir trečiąjį kartą, atitinkamai 
lygios 0,7, 0,75 ir 0,8. Kokia tikimybė, kad: 

1) vienas iš šių trijų metimų bus taiklus; 

2) du iš šių trijų metimų bus taiklūs; 

3) bent vienas iš šių metimų bus taiklus? 

Sprendimas. 1. Įvykis A= „Vienas iš šių trijų metimų bus taik- 
lus“ reiškia, kad bus pataikyta metant arba pirmąjį, arba antrąjį, 
arba trečiąjį kartą. Todėl pažymėkime: „k-tasis metimas yra taik- 
lus“; čia k=1, 2, 3. Tai, kad pataikyta metant pirmąjį kartą, reiškia, 
jog antrasis ir trečiasis metimas buvo netaiklūs. Toks įvykis lygus 
įvykių A,, A, ir A, sankirtai A, NA,1A,. Kadangi taiklūs dar 
galėjo būti arba antrasis, arba trečiasis metimas, tai 


A=(4,n4,N4,)U(4,NA,N4,)U(A,N4,N4s). 


Skliaustuose surašyti įvykiai yra nepriklausomi vienas nuo ki- 
to, o įvykiai, su kuriais sudaroma sąjunga, yra kas du nesutaikomi. 
Vadinasi, galima taikyti (6) ir (7) formules. Todėl 


P(A) = P(A,)P(A,)P(A,)+ P(A, )P(A, )P(A,) + 
+ P(A,)P(A,)P(A,). 
Kadangi P(A,)=0,7, P(A,)=0,75, P(A,)=0,8, 
tai P(A,)=0,3, P(A,)=0,25, P(A,)=0,2 ir 
P(A)=0,7-0,25-0,2+0,3-0,75-0,2+0,3-0,25-0,8=0,14. 


2. Pažymėkime: įvykis B= „Du iš šių trijų metimų bus taiklūs“. 
Tuomet 


B=(4,N4,N4,JU(4, NA, 1 AQU(A, NA, 1 AS), 
todel 


P(B) = P(A,)P(A,)P(A,)+ P(A,)P(A, )P(A,) + P(A, )P(A, )P(A,) = 
=0,7-0,75-0,2+0,7-0,25-0,8+0,3-0,75-0,8= 0,425. 
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3. Spresime taikydami priešingojo įvykio sąvoką. Įvykiui 
C = „Bent vienas iš šių metimų bus taiklus“ priešingas yra įvykis 
„Nė vienas iš šių metimų nebuvo taiklus“. Kadangi 


C = A, NA, NA, , 
tai P(C) = P(A,)P(A,)P(A,) = 0,3-0,25 -0,2 =0,015 
ir P(C) =1-P(C)=1-0,015=0,985. A 


"Bs 6 pavyzdys. Atsitiktinai pasirenkama po vieną žodžių PRO- 
GRAMA ir MATEMATIKA raidę. Apskaičiuokite tokių įvykių tiki- 
mybes: 

1) A = „Pasirinktos dvi A raidės“; 

2) B= „Pasirinktos dvi vienodos raidės“; 

3) C= „Pasirinktos dvi skirtingos raidės“; 

4) D=„Iš pasirinktų raidžių galima sudėti žodį AM“. 

Sprendimas. 1. Pažymėkime: įvykis A,= „Pasirinkta žodžio 
PROGRAMA A raidė“, įvykis A,= „Pasirinkta žodžio MATEMATI- 
KA A raidė“. Tuomet A=A,MA, ir 

2 3 3 
P(A) = P(A,)P(A,)= 2w 

2. Kadangi bendros žodžių PROGRAMA ir MATEMATIRKA rai- 
dės yra tik A ir M, tai dvi vienodos raidės bus pasirinktos tuomet, 
kai bus pasirinktos raidės A arba M. Pažymėkime įvykius: įvykis 
M, = „Pasirinkta žodžio PROGRAMA M raidė“, įvykis M,= „Pasirink- 
ta žodžio MATEMATIKA M raidė“. Tuomet B=(4,NA,JU(M,NM,) 
ir 


„2.8 dA 8.1 
P(B) = P(A,)P(A,)+ P(M,)P(M,)= 8 10 + 386 w 

3. Įvykiai „Pasirinktos dvi skirtingos raidės“ ir „Pasirinktos dvi 

vienodos raidės“ yra priešingi, todėl 
-1-PB)=1-1 2-2 
P(C)=1-P(B)=1 10710" 

4. Iš pasirinktų raidžių galima sudėti žodį AM, kai iš vieno 
žodžio bus pasirinkta raidė A, o iš kito — raidė M arba atvirkščiai. 
Todėl 

D= (A,01M9U(GS nM) 


P(D) = P(A, )P(M,) + P(A,)P(M,) - 2 2,9 l1 T 


8 10 108 80 ^ 
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11.28. Ceche veikia keletas staklių. Tikimybė, kad per pamainą 
reikės derinti vienas stakles, lygi 0,2, kad dvejas stakles - 0,13, 
daugiau negu dvejas stakles - 0,07. Kokia tikimybė, kad per pa- 
maina reikės derinti stakles? 


11.29. Egzamino medžiagą sudaro 20 klausimų. Studentas išlai- 
ko egzaminą, jei atsako į visus tris bilieto klausimus. Kokia tikimy- 
bė, kad studentas išlaikys egzaminą, jeigu jis išmoko 15 klausimų? 


11.30. Tikimybė, kad šaulys pataikys į dešimtuką, lygi 0,05, 
į devyniuke - 0,2, o į a&tuoniuke — 0,6. Sauta vieną kartą. Kokia 
yra šių įvykių tikimybė: 

1) A=,„Išmušta ne mažiau negu 8 taškai“; 

2) B= „Išmušta daugiau negu 8 taškai“? 


11.31. Du šauliai šauna į taikinį. Pirmojo šaulio pataikymo tiki- 
mybė lygi 0,75, antrojo — 0,7. Apskaičiuokite šių įvykių tikimybes: 

1) pataikyta du kartus; 

2) pataikyta vieną kartą; 

3) pataikyta bent vieną kartą. 


11.32. Atsitiktinai pasirenkamas triženklis natūralusis skaičius 
nuo 100 iki 999. Kokia tikimybė, kad bent du jo skaitmenys sutaps? 


11.33. Tikimybė, kad krepšininkas įmes kamuolį į krepšį lygi 0,8. 

1. Metama 5 kartus, kiekvieną kartą nepriklausomai nuo kitų. 
Kokia tikimybė, kad krepšininkas įmes kamuolį į krepšį bent 
vieną kartą? 

2. Kiek kartų reikėtų mesti kamuolį į krepšį, kad tikimybė pa- 
taikyti bent vieną kartą būtų nemažesnė už 0,99? 


11.34 (VBE, 2000). Turime du šešiasienius lošimo kauliukus. 
Pirmojo lošimo kauliuko keturios -sienos nudažytos mėlynai, o kitos 
dvi - raudonai. Antrojo lošimo kauliuko dvi sienos nudažytos mé- 
lynai, o keturios — raudonai. Metami abu lošimo kauliukai. 

1. Parodykite, kad įvykio „atsivertė abiejų kauliukų raudona 

spalva nudažytos sienos“ tikimybė lygi a. 
2. Kuris iš šių dviejų įvykių labiau tikėtinas: 
A - „atsivers abiejų kauliukų ta pačia spalva nudažytos 
sienos“; 
B - „atsivers abiejų kauliukų skirtinga spalva nudažytos 
sienos“. 


3. Tesiant eksperimenta, pirmojo kauliuko sienu spalvos nekei- 
čiamos, o dalis antrojo kauliuko sienų perdažomos. Kiek ant- 
rojo kauliuko sienų turi būti nudažyta raudonai ir kiek mė- 
lynai, kad, metant abu kauliukus kartu, tikimybė atvirsti ta 
pačia spalva nudažytoms sienoms būtų lygi tikimybei iškris- 
ti skirtingomis spalvomis nudažytoms sienoms? 

11.35 (VBE, 2002). Turnyre dalyvauja dvi šachmatininkų ko- 
mandos, kiekvienoje komandoje — po du žaidėjus. Kiekvienas pir- 
mosios komandos šachmatininkas žaidžia po vieną partiją su kiek- 
vienu antrosios komandos žaidėju. Už laimėtą partiją komanda 
gauna 2 taškus, už lygiąsias — 1 tašką, už pralaimėtą partiją taškų 
negauna. 

Tikimybė pirmosios komandos šachmatininkui partiją laimėti 
lygi lygiųjų tikimybei ir lygi pralaimėjimo tikimybei. Kiekvienos 
partijos baigtis nepriklauso nuo kitų partijų baigčių. Apskaičiuokite 
tikimybę, kad pirmoji komanda surinks: 

1) 8 taškus; 

2) 7 taškus; 

3) 6 taškus; 

4) ne mažiau kaip 6 taškus. 

11.36. Pirmoje dėžėje yra 3 balti, 4 juodi ir 8 geltoni rutuliai, 
o antroje — 6 balti, 9 juodi ir 5 geltoni rutuliai. Iš kiekvienos dėžės 
atsitiktinai pasirenkame po vieną rutulį. Apskaičiuokite tikimybes 
šių įvykių: 

1) pasirinkti du tos pačios spalvos rutuliai; 

2) pasirinkti skirtingų spalvų rutuliai; 

3) pasirinkti baltas ir juodas rutuliai. 


11.5. ATSITIKTINIS DYDIS, JO SKIRSTINYS, 
MATEMATINE VILTIS IR DISPERSIJA 


Tarkime, metamas lošimo kauliukas. Iškritusių akučių skaičių 
pažymėkime X. Dydis X yra atsitiktinis ir įgyja reikšmes 1, 2, 3, 4, 
5 ir 6. Kiekvieną iš šių reikšmių jis įgyja su tikimybe i : 

Sudarykime lentelę, kuri vadinama atsitiktinio dydžio X skirs- 
tiniu. Pirmoje eilutėje surašome dydžio X reikšmes x(¿=1, 2, ..., n), 


antroje — tikimybes p,= P(X=x;) (¿=1, 2, ..., n), su kuriomis dydis 
X tas reikšmes įgyja: 


xi X; 3 X, 
alias 
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Nagrinéjamu atveju: 


Matome, kad tikimybių suma p,+7,+ +p,=1. 


1 pavyzdys. Moksleivis svarsto, pirkti jam 10 kompiuterinių 
a kompaktinių diskų komplektą ar ne. Viename kompakti- 
niame diske yra tik vienas žaidimas. Žaidimą moksleivis vertina 
taip: geras (g) arba blogas (b). Jei jis peržiūrėtų visus komplekto 
žaidimus, juos įvertintų taip: g, b, b, g, g, g, g, b, g, g. Tačiau iš 10 
diskų moksleivis atsitiktinai pasirenka ir išbando tik du. Komplek- 
tą jis pirks tik tada, jei patiks abu žaidimai. 

1. Raskime tikimybę, kad moksleivis komplektą nupirks. 

2. Sakykime X - atsitiktinis dydis, lygus gerų žaidimų, esan- 

čių dviejuose atsitiktinai pasirinktuose kompaktiniuose 
diskuose, skaičiui. Sudarykime dydžio X skirstinį. 


Sprendimas. 1. Kadangi 2 žaidimus iš 7 gerųjų galima parinkti 
C? =21 būdu, o 2 žaidimus iš 10 galima parinkti C2, = 45 būdais, 
tai tikimybė, jog bus parinkti du geri žaidimai, lygi 2 - Le: 

2. Atsitiktinai parenkant du Zaidimus, tarp ju gali nebúti ne 
vieno gero, gali büti vienas arba du geri Zaidimai, todel dydis X 
įgyja reikšmes 0, 1 ir 2. Du blogus žaidimus iš 3 blogųjų galima 
pasirinkti a; = : būdais, todėl dydis X įgyja reikšmę 0 su tikimybe 


P(X=0)= z- 1 i. . Viena gera žaidimą iš 7 gerųjų galima parinkti 


Cl =7 būdais, o prie kiekvieno gero žaidimo vieną blogą galima 
priderinti C; =3 E todėl tikimybė, kad dydis X įgis reikšmę 


1, lygi P(X=1)= 12 - ue Aišku, jog šią reikšmę galėjome gauti 
pasiremdami tuo, kad tikimybių suma turi būti lygi 1. Mat jau ži- 


nome, kad dydis X reikšmę 2 įgyja su tikimybe P(X-2)- 1B 
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1 apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio X matematine viltimi 
(matematiniu vidurkiu) EX vadinamas skaičius 


EX =x,p, +X% P +-+ Xp Pn (11) 


2 apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio X dispersija DX vadina- 
mas skaičius 


DX = E(X -EX} = (x, -EX) p, + 
+ (x, -EX) p, +... +(x, - EX) p,. (12) 


2 pavyzdys (VBE, 1999). Turime simetrišką šešiasienį loši- 
mo kauliuką, ant kurio sienų surašyti šeši skaičiai 1, 1, 1, 1, 3, 3. 
Atliekamas toks eksperimentas. Kauliukas metamas du kartus ir 
skaičiai, atvirtę po pirmojo ir po antrojo metimų, sudedami. Nagri- 
nėjamas atsitiktinis dydis X, lygus atvirtusių skaičių sumai. 

1. Parodykime, kad atsitiktinis dydis X įgyja reikšmę 2 su tiki- 
mybe S. 

2. Pabaikime pildyti lentelę, apibrėžiančią atsitiktinio dydžio X 
skirstinį. 


X 4 
P 


3. Apskaičiuokime atsitiktinio dydžio X matematinę viltį EX. 
Sprendimas. 1. Dydis X įgyja reikšmę 2, kai, metant tiek pir- 
mą, tiek ir antra karta, atvirsta skaičius 1. Kadangi tiek įvykio 
A,=„Metant kauliuką pirmąjį karta, atvirto 1“, tiek ir įvykio 


A,=„Metant kauliuką antrąjį kartą, atvirto 1“ tikimybė lygi 4.2 


6 3' 
tai įvykio A,f1A, tikimybė 
22 4 
P(AflA)-3:375. 
2. Atvirtusiu skaicig suma bus lygi 4, kai pirma karta atvirs 


skaičius 1, o antrą karta - skaičius 3 arba atvirkščiai. Tikimybė, 
su kuria dydis X įgyja reikšmę 4, lygi 


oj | N 


Atvirtusių akučių suma bus lygi 6, kai abu kartu atvirs skai- 
čius 3, todėl tikimybė, su kuria dydis X įgyja reikšmę 6, lygi 


1 
r 


2 2 
6 6 
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Sia tikimybe galéjome gauti pasiremdami tuo, kad tikimybiu 
suma turi búti lygi 1. 
Skirstinys nusakomas lentele 


3. Matematine viltj apskaiciuojame, taikydami (11) formule: 


-2%,144,6.1-31 
EX =2 gt4 g+6 9 33- A 
Jei reikėtų, tai dydžio X dispersija apskaičiuotume pagal (12) 


formulę: 


E 1Y 4 1Y 4 1Y 1 16 
DX -|2 33) A [4-5] $*(s-58) 1.16 


u Pratimai 


11.37. Parduota 100 bilietų po 1 Lt. 30 jų laimi po 1 Lt, 10 — 
po 3 Lt, 2 - po 10 Lt. Pažymėkite: X - laimėta suma nupirkus 
vieną bilietą. Sudarykite dydžio X skirstinį ir apskaiciuokite vidu- 
tinį laimėjimo dydį (matematinę viltį). 

11.38. Krepšininkas meta iš eilės 2 baudas. Tikimybė pataikyti 
į krepšį, metant pirmąją baudą, lygi 2, o metant antraja - $, 


Įmestų baudų skaičius yra atsitiktinis dydis X. Sudarykite jo skirsti- 
nj ir apskaičiuokite dydžio X matematinę vilti. 

11.39 (VBE, 2003). Dėžutėje yra penkios kortelės, ant kurių 
užrašyti skaičiai: ant pirmos ir antros — skaičius 2, ant trečios ir 
ketvirtos — skaičius 3, ant penktos - skaičius 4. Atsitiktinai pa- 
imamos dvi kortelės. Ant paimtųjų kortelių užrašytų skaičių suma 
yra atsitiktinis dydis. Pažymėkite jį X. 

1. Parodykite, kad įvykio „ant paimtųjų kortelių užrašytų skai- 

čių suma yra 4“ tikimybė lygi 0,1. 
2. Pabaikite pildyti atsitiktinio dydžio X skirstinio lentelę 


PAFSEZEBES 
> | eso 


3. Apskaičiuokite atsitiktinio dydžio X matematinę viltį. 

11.40. Iš 20 gaminių, tarp kurių yra 4 nekokybiški, atsitiktinai 
išrenkami trys gaminiai. Atsitiktinis dydis X reiškia nekokybiškų 
gaminių kiekį. Sudarykite dydžio X skirstinį. 


11.41. Automobilio maršrute yra 4 šviesoforai. Tikimybė, kad 
šviesoforas leis automobiliui važiuoti toliau arba jį sustabdys, lygi 
0,5. Pažymėkite: X - šviesoforų, pro kuriuos pravažiavo automobi- 
lis iki pirmojo sustojimo, skaičius. Sudarykite dydžio X skirstinį. 

11.42. Šaulys tris kartus šauna į taikinį. Tikimybė, kad šaulys 
pataikys, kiekvieną kartą lygi 0,4. Už kiekvieną taiklų šūvį šauliui 
skiriami 5 taškai. Atsitiktinis dydis X — šaulio surinktų taškų skai- 
čius. Sudarykite dydžio X skirstinį. 

11.43. Objektas, į kurį šaunama, sudarytas iš dviejų skirtingų 
dalių. Jis sunaikinamas, jeigu į pirmąją dalį pataiko vienas šūvis 
arba į antrąją dalį pataiko trys šūviai. Tikimybė pataikyti į pirmąją 
objekto dalį lygi 0,3, į antrąją - 0,7. Saudoma tol, kol objektas 
sunaikinamas. Atsitiktinis dydis X yra pataikymų, reikalingų ob- 
jektui sunaikinti, skaičius. Sudarykite dydžio X skirstinį. 


11.6. IMTIS. GRAFINIS IMTIES VAIZDAVIMAS. 
IMTIES VIDURKIS IR DISPERSIJA 


Pradėkime nuo pavyzdžio. Sakykime, renkami duomenys apie 
dvidešimtmečių jaunuolių ūgį. Tiriama individų (dvidešimtmečių 
jaunuolių) grupė vadinama populiacija, o tyrimui pasirinktų indi- 
vidų dalis, pavyzdžiui, dvidešimtmečių studentų grupė, - imtimi. 
Tačiau paprastai imtimi vadinama ne pati individų dalis, o skaičiai, 
kurie gaunami matuojant arba stebint tam tikrus individų požy- 
mius (šiame pavyzdyje — ūgį). Todėl imties elementus žymėsime x,, 


Xo ., X,, O skaičių n vadinsime imties türiu. 
Gautą imtį x,, x, ..., x, sutvarkome taip: užfiksuotas reikšmes 
x, (i=1, 2, ..., n) išdėstome didėjimo tvarka ir apskaičiuojame daž- 


nius m, apibūdinančius, kiek kartų pastebėta reikšmė x,. Taip su- 
" . 2 PET. mi; 
-daroma elementu dažnių lentelė. Vietoj m; įrašius Pa gaunama 


santykinių dažnių lentelė. Grafiškai pavaizdave dažnių lentelę, 
gauname diagramą, o grafiškai pavaizdavę santykinių dažnių len- 
tele - histogramą. 

Svarbiausios imties statistinés charakteristikos — imties vidur- 
kis ir dispersija. 

Imties x,, x;, ..., x, vidurkis nusakomas formule 

goth ++, 
n 


, (13) 
o dispersija s? — formule 


2_ En -2Y +(x, -2 +... +(x, -2Y 
Ss = 22 . 


(14) 
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Dydis s vadinamas vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu ir 
gaunamas ištraukus kvadratinę šaknį iš imties dispersijos. 


1 pavyzdys (MBE, 2001). Biologijos projektui trys berniukai 
individualiai rinko duomenis apie šikšnosparnių sparnų ilgį. Deja, 
visi pametė po vieną duomenį, o Jonas dar ir savo surinktų duome- 
nų vidurkį užmiršo. 


1. Baikime pildyti lentelę, jei žinoma, kad visų šikšnosparnių 
išmatuotų sparnų ilgių vidurkis yra 13,35 cm. 


(cm) (cm) 
Tomas [12 [20 36 | 30 | 2 [as | - | 15 — 
Brūkšnys reiškia, kad to duomens Tomas iš viso neturėjo. Klaustu- 
kai žymi pamestus duomenis. 


2. Sudarykime imties elementų dažnių lentelę. 
3. Nubraižykime imties diagramą. 


Sprendimas. 1. Pažymėkime Justo pamesta duomeni x, Tomo - 
y, Jono — z, Jono surinktų duomenų vidurkį — £. Tuomet, remiantis 
(13) formule, 


14 13*12*x 12 14 € 17 +16 


7 
„12+10+16+14+y+15 
6 , 
" 11+14+15+2+11+13+11. 
7 , 
iš čia x=14, y- 11, z- 7t- 75. Vadinasi, Justo surinktų duomenų 
suma 98, Tomo - 78, Jono - "7t, todėl teisingas dar ir toks sąryšis: 


13 


t 


98 +78 4 "t 
20 
Iš čia t=13 ir 2=7t-75=91-75=16. 
2. Duomenis surašome jų didėjimo tvarka nuo mažiausio, ly- 
gaus 10, iki didžiausio, lygaus 17, ir apskaičiuojame, kiek kartų 
kuris kartojasi. Gauname dažnių lentelę. 


10 


= 13,35. 


[Dažniai | 1 |4 [3 |2 |4 [2 [s [1 | 
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3. Diagrama braizome 
taip: horizontalioje ašyje 
pažymime duomenis, virš 
jų nubraižome stulpelius, 
kurių aukštis lygus duo- 
menų dažniui (11.3 pav.). 

Norėdami nubraižyti 
histogramą, pirmiausia su- 
darome santykinių dažnių 


= w ù% dažnis 


10 11 12 13 14 15 16 17 ilgis,cm 


lentelę. Tam tikslui kiek- 11.3 pav. 
vieną dažnį padalijame iš 

bendro duomenų kiekio, 

lygaus 20. 


Santykiniai 2 3 
dažniai 20 20 


Histograma (11.4 pav.) 
braižoma panašiai kaip ir 
imties diagrama, tik stul- 
pelių aukštis atitinka ne 
dažnį, bet santykinį dažnį. 


santykinis dažnis 
S Sp B: Sje 


10 11 12 13 14 15 16 17 ilgis, cm 


11.4 pav. 


2 pavyzdys (VBE, pakartotinė sesija, 2002). Parduotuvės 
vadybininkas gavo trijų gamintojų pasiūlymus varžtams tiekti. 
Varžtai supakuoti dėžutėse, ant kurių užrašyta „Dėžutėje yra vidu- 
tiniškai 500 varžtų“. Vadybininkas, norėdamas pagrįstai apsispręs- 
ti, atsitiktinai pasirinko iš kiekvieno gamintojo po keturiasdešimt 
dėžučių ir suskaičiavo, kiek jose yra varžtų. Gavo tokį rezultatą: 


| Varžtų skaičius dėžutėje |495 | 496 | 497 498| 499| 500| 501| 502 
ojo gringo Jo To [o [is [ao [o [a 
ojo gim — [o [o [o [o [as |o [s Jo] 
COC E [5 


1. Įrodykime, kad visų trijų gamintojų siuntose vidutinis varž- 
tų skaičius dėžutėje yra vienodas. 

2. Padėkime vadybininkui apsispręsti, kurį gamintoją pasirink- 
ti, savo sprendimą argumentuodami dispersijos reikšme. 
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Sprendimas. 1. Apskaičiuojame vidutinį varžtų skaičių dėžutėje: 


. 498-16+499-10 +500 -13 +502 1 : 
40 = 499; 


2-ojo gamintojo - X, = 498 10448 m - 499; 


l-ojo gamintojo - x, 


3-ojo gamintojo - 
— _ 495-14+497-3+499-32+500-1+502-3 _ 
X, = 40 = 499. 


2. Taikydami (14) formulę, apskaičiuojame dispersiją: 


1-ojo gamintojo 
„2 ~ (498499) -16 + (499 - 499)? -10 | 
1 40-1 
,(500- 499) -13 + (502-499? | 38 _ 0,974; 
40-1 39 


2-ojo gamintojo 


„2 — (498 - 499)? - 10 + (499 — 499)? -25 + (501-499)? -5 _ 30 _ 0.769 - 
: 40-1 Hp c 


3-ojo gamintojo 
2 _ (495— 499)? + (497 — 499)? - 3 + (499 — 499)? -32 
Sd = + 
40-1 
(500-499)? -1+ (502-499) -3 56 _ 
pesce p, M 


Kadangi dispersija apibūdina duomenų sklaidą, tai aišku, jog 
tikslinga pasirinkti tą gamintoją, kurio gaminamų varžtų imties 
dispersija yra mažiausia. Šiame pavyzdyje tikslinga rinktis 2-ąjį 
gamintoją. A 


Pratimai 


11.44. Atsitiktinai atrinkę 12 puslapių teksto, suskaičiuojame, 
kiek jame yra klaidų. Jų skaičiaus imtis yra tokia: 0, 1, 2, 0, 3, 4, 
0, 0, 1, 2, 1, 1. 

1. Sudarykite dažnių lentelę. 

2. Nubraižykite dažnių diagramą ir histogramą. 

3. Apskaičiuokite imties vidurkį x ir dispersiją s? (0,001 tiks- 

lumu). 
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11.45. Penki mokiniai, pasirinke skirtingus tekstus, kuriuos 
sudaro 10 000 žodžių, suskaičiavo, kiek juose yra raidžių A ir Z. Jie 
gavo tokius duomenis: 

raidė A: 978; 780; 840; 1030; 922; 

raidė Z: 75; 68; 102; 93; 62. 

Apskaičiuokite kiekvienos imties vidurkį, dispersija ir vidutinį 
kvadratinį nuokrypį. 

11.46. Aptvare bėgiojo viščiukai. Pradinukės Agnė, Birutė ir 
Daiva nusprendė juos suskaičiuoti ir tai atliko po 4 kartus. Gauti 
duomenys surašyti lentelėje: 


Apskaičiuokite visų trijų imčių skaitines charakteristikas x, 
s?, s. Kuri mergaitė geriau skaičiavo? 


ninj M 
a| -1| 0 
m 
00 
et 
o 


11.47. Grupė, kurioje yra 24 studentai, parašė matematikos 
kontrolinį darbą ir gavo tokius įvertinimus: 8, 5, 3, 4, 5, 5, 6, 5, 7, 
6, 8, 9, 10, 7, 7, 6, 5, 4, 4, 3, 6, 5, 9, 7. 

1. Sudarykite santykinių dažnių lentelę ir nubraižykite his- 

togramą. 

2. Apskaičiuokite imties vidurkį, dispersiją ir vidutinį kvadra- 

tinį nuokrypį. 


VEKTORIAI 


12.1. VEKTORIAUS SAVOKA, VEIKSMAI SU VEKTORIAIS 


Matematikoje, fizikoje, technikoje ir kt. skiriami dviejų rūšių 
dydžiai. Tie dydžiai, kuriems apibūdinti užtenka vieno skaičiaus, 
vadinami skaliariniais dydžiais. Tokie yra, pavyzdžiui, kūno tū- 
ris, jo masė, aplinkos temperatūra. Tačiau tenka nagrinėti ir kitos 
rūšies dydžius, kuriems apibūdinti reikia ne tik skaitinės reikšmės, 
bet ir jų krypties. Šie dydžiai vadinami vektoriniais. Tokie yra, 
pavyzdžiui, judėjimo greitis, pagreitis, jėga. 

Vektoriniai dydžiai paprastai vaizduojami kryptinėmis atkar- 
pomis nurodant atkarpos pradžią ir jos galą. 


1 apibrėžimas. Vektoriumi vadinama kryptinė atkarpa. 


Vektorių, kurio pradžios taškas A, o galo taškas B, žymėsime AB. 


Kartais vektorius žymimas viena mažąja raide, pavyzdžiui, ū, b. 

Nagrinėsime laisvuosius vektorius, t. y. tokius vektorius, ku- 
riuos galima perkelti lygiagrečiai patiems sau. Taigi bet kuris vek- 
torius AB atstovauja visą aibę vektorių, kurie gaunami iš jo lygia- 
grečiuoju postūmiu. Toliau laisvuosius vektorius vadinsime tiesiog 
vektoriais, bet visada turėsime galvoje, kad kiekvieną vektorių ga- 
lima perkelti lygiagrečiai jam pačiam. 

Vektorius, kurio pradžios ir galo taškai sutampa, vadinamas 
nuliniu vektoriumi. Jis žymimas 0. 

Vektoriaus AB ilgiu arba moduliu vadinamas kryptinės at- 
karpos AB ilgis. Vektoriaus ilgis žymimas taip: |AB|, al, ... Nuli- 
nio vektoriaus ilgis lygus 0. " 

Du nenuliniai vektoriai à ir b, esantys lygiagreciose tiesése 
(arba toje pačioje tiesėje), vadinami kolineariaisiais. Žymima: 
álló . Kolinearieji vektoriai gali būti vienakrypčiai arba priešingų 
krypčių (12.1 pav.). 


a 
> a 
b 
b 
vienakrypčiai vektoriai priešingų krypčių vektoriai 


12.1 pav. 
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Du vienakrypčiai vektoriai a ir b vadinami lygiais, kai 
| - P. 

Nulinis vektorius laikomas kolineariu bet kuriam vektoriui. 

Vektorių aibėje yra apibrėžiamos šios tiesinės operacijos: vekto- 
rių sudėtis ir atimtis, vektoriaus daugyba iš skaičiaus. 

Tarkime, duoti vektoriai G ir b . Pasirinkime bet kurį tašką A 
ir nuo jo atidėkime vektorių AB = d , paskui nuo taško B atidékime 
vektorių BC =b (12.2 pav.). 


C 
A 
A B a 


12.2 pav. 12.3 pav. 


2 apibrėžimas. Vektorius AC, jungiąs vektoriaus ū pradžią 
su vektoriaus b galu, vadinamas vektorių ū ir b suma ū + b. 


Kai vektoriai a ir b nėra kolinearūs, tai taškai A, B ir C nera 
vienoje tiesėje. 

Šis apibrėžimas nusako vadinamąją vektorių sudėties trikam- 
pio taisyklę. Vektorius galima sudėti ir pagal lygiagretainio tai- 
syklę. Šią taisyklę iliustruoja 12.3 paveikslas. 

Trikampio taisyklę nesunku apibendrinti, kai duotas Na ginis 
vektorių ū,, ū,,..., a, kiekis. Šių vektorių suma yra grandis OA, 
uždaranti laužtę OA „A, ... A, (12.4 pav.). 

A 


n-1 


oy 


——- 


y 
S; 


12.5 pav. 


Vektorius - b vadinamas priešinguoju vektoriui b , kai jie 
yra vienodo ilgio ir priešingų krypčių. 


3 apibrėžimas. Vektorių ā ir b skirtumu ā -b vadinamas 
vektorius, lygus vektorių ā ir -b sumai (12.5 pav.). 


Vadinasi, kai vektoriai à ir b turi vieną pradžią, tai vektorius 


- b jungia vektorių à ir b galus ir yra nukreiptas į vektoriaus 
galą. 


ea el 
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4 apibréZimas. Nenulinio vektoriaus à ir realiojo skai- 
čiaus o. sandauga vadinamas vektorius b = aà , turintis vektoriaus 
a kryptį, kai 0.>0, ir priešingą kryptį, kai a<0. To vektoriaus ilgis 
le | - |a]-Ja]. 

Iš apibrėžimo išplaukia, kad vektoriai a ir b — aa yra koline- 
arieji. Teisingas ir atvirkščias teiginys: kai nenuliniai vektoriai a 
ir b yra kolinearieji, tai yra realusis skaičius 00, su kuriuo tei- 
singa lygybė b = oa. 

Nenulinio vektoriaus a vienetiniu vektoriumi, arba ortu, va- 


dinamas vektorius 
> dá 


ja] 

Matome, kad ortas a” ir vektorius à yra vienakrypčiai, tik 
orto ilgis lygus vienam matavimo vienetui, taigi |a?| m. 

1 pavyzdys (VBE, 2000). Remdamiesi 12.6 paveikslo duo- 
menimis, išreikškime: 

1) vektoriu QR vektoriais à ir b; 

2) vektoriu TR vektoriais à ir b, 
QS vidurio taskas. 


kai taškas T yra atkarpos 


R 
Q 
2g 
a 
P = E: 
b 
12.6 pav. 


Sprendimas. 1) Vektorius QR yra grandis, uždaranti laužtę, 
kurios pradžia — taške Q, pabaiga - taške R. Todėl 
OR =OP + PS + SR. 


Kai PQ=a, SP=b, tai QP --à, PS=-b. 
Vadinasi, 


OR=-a-b+2a=ū-b. 


249 


2) Pagal trikampio taisykle 
TR =TS+SR= 505 +SR, 
nes T — atkarpos QS vidurio taškas. Bet 
QS - QP «PS --à-b, 

todel 

cn líc y = 85 lr lo 7 

TR - 5(-ū-b)+24=5ū-56 = 7 (3-5). A 
“ 2 pavyzdys. Upės tėkmės greitis lygus 3 km/h, motorinės 
valties greitis stovinčiame vandenyje - 12 km/h. Valtis iš taško A 
(12.7 pav.) išplaukė kryptimi AB, statmena upės krantams. Į kurį 


priešingo kranto tašką ir per kiek laiko atplauks valtis, jei upės 
plotis yra 80 m? 


12.7 pav. 


Sprendimas. Pažymėkime: AC - valties greitis stovinčiame 
vandenyje, AD - upés tėkmės greitis. Tuomet kranto atžvilgiu 
valtis plauks greičiu AC + AD = AE ir atplauks į tašką K. 


Laikas, per kurį valtis nuplauks į tašką K, lygus AK „Kadangi 


AE 
; sss : xu. AK AB BK 
kė ABK ir ACE panašūs, tai AE“ AC CE" . Iš šių sary- 
šių gauname 
AK „AB AB. 
a Adas k 
Žinome, kad AB=80 m,  AC=12 km/h- l9 ms, 


3 
CE=3 km/h= 


Tuomet 


- 80-3 _ 94 (s), BK -24.2 -20 (m). A 


kk oc 
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* Pratimai 

12.1. Duotas trikampis ABC. Įrodykite, kad AB+BC+CA=0. 

12.2. Trikampyje ABC nubrėžtos pusiaukraštinės AA,, BB, ir 
CC,. Įrodykite, kad 

AA, + BB, +CC, =0. 

12.3. Duotas trikampis OAB ir jo pusiaukraštinė OC. Vektorių 
OC -6 išreikškite vektoriais OA =ū ir OB -b. 

12.4. Lgiiitonbe trapecijos ABCD (BC||AD, AB - CD) smailusis 
kampas lygus X. Vektorių BC išreikškite vektoriais AB =ā ir 

3: 
AD=b. 

12.5. Upés plotis lygus 100 m, motorinés valties greitis stovin- 
čiame vandenyje - 10 km/h. Valtis iš taško A išplaukė kryptimi, 
kuri su kranto linija sudaro 60? kampą ir atplaukė į priešingo kran- 
to tašką A,, esantį tiesiai prieš tašką A. Raskite upės tėkmės greitį 
ir laiką, per kurį valtis nuplaukė į priešingą krantą. 


12.2. VEKTORIAUS KOORDINATĖS 


Koordinačių sistemoje (12.8 pav.) pažymėkime tašką M(x; y) ir 
nubrėžkime vektorių OM . Jis vadinamas taško M spinduliu vek- 
toriumi. 


x 


A(x; 0) 
12.8 pav. 


A&yje Ox atidékime vienetinj jos vektoriu i, a&yje Oy — vekto- 
riu j. Pagal lygiagretainio taisyklę OM -OA «OB. Kadangi 
OA -x, OB- y, tai OA =x-i, OB=y-j ir OM - xi + yj . Skaičiai x 
ir y vadinami vektoriaus OM koordinatémis. Zymima: OM = lx; y). 
Taip užrašomos plokštumos xOy vektoriaus koordinatės. Kai vekto- 
riaus OM galas yra erdvės taškas M (x; y; z), tai OM = lx; y; zl. 
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Tarkime, kad a=(4x,; y,;2,), b -[x;y,2,)]. Tuomet, norint 
vektorius sudėti, atimti ir padauginti iš skaičiaus A, reikia ju koor- 
dinates sudėti, atimti ir padauginti iš skaičiaus A. Taigi 


á*b -[x, +23; Y, Yi z +22)» 
ū-b = {x = X2; Yı — Y2; % -z, 
Ma = (Ax; Wi; A . 
Sakykime, duoti du taškai M,(x,; y,; 2,) ir Ms(x5; ys; Z2). Tuomet 
vektorius M,M, -[x, - x; y; - Y; 22-21), O jo ilgis lygus 


MM, = -x,) *(Q -1) + (2 2). 


9 1 pavyzdys. Trikampio ABC viršūnės (12.9 pav.) yra taškuo- 
se A (2; 1), B (4; 5), C (6; 2). Apskaičiuokime jo kraštinių ilgius. 


12.9 pav. 


Sprendimas. Parenkame vektorius AB, AC, BC ir randame jų 
koordinates: AB=(4-2; 5-1)=[2; 4), AC-16-2; 2-1)=(4; 1), 
BC -16-4; 2-5)=[2; -3). Tuomet 


AB - 42? +4? 2245, AC = 44? +1? =417, 
BC -42*«(-3? = 43. A 


Kai vektoriai G=(x,; y,;2,) ir b = lx; y,;2,) yra kolinearieji, 
tai ju koordinatés yra proporcingos: 
HM ari m. 
Xs Ya Za” 
2 pavyzdys. Su kuria x reikšme vektoriai a —|3x;4] ir 


b = (9; x) yra vienakrypčiai? 
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Sprendimas. Vienakrypéiai vektoriai pirmiausia turi büti koli- 
nearieji. Todėl teisingas sąryšis 
3x_4. 
9 x 
iš čia 3x?=36 ir x*=12. Tuomet x - t/12 - 3248 ir a = (1643; 4), 


b- f9; +243}. Matome, kad a= ED . Pagal vektoriaus daugybos 


iš skaičiaus taisyklę, vektorius nekeičia krypties, kai jis daugina- 
mas iš teigiamojo skaičiaus. Todėl à ir b bus vienakrypčiai, kai 
x-243. A 

Kai atkarpos AB galai yra taškai A(x,; y; z,) ir B(x,; yo; Zə), tai 
jos vidurio taško C(x; y; z) koordinatės apskaičiuojamos pagal for- 
mules 


„+ A+) 446 
x= 2 > y T 9 , z= 2 

3 pavyzdys (VBE, 2002). Trikampio viršūnės yra taškai 
M(2; - 2), N(-3; 2) ir K(1; 3), o P - kraštinės MK vidurio taškas. 
Vektoriaus NP koordinatės yra 

A [-4; 4,5); B (-4,5; 1,5); C (4,5; - 1,5]; 

D (- 1,5; -3); E (1,5; 2,5). 

Sprendimas. Kadangi P - kraštinės MK vidurio taškas, tai jo 
koordinatės lygios 


Tuomet 
NP = (xp - xy; Yo Yy] = (55- C3; 0,52) = (4,5; - 1,5]. 


Teisingas yra C atsakymas. A 


Pratimai 

12.6. Trikampio ABC viršūnės yra taškai A(3; 5), B(8; 7) ir 
C(7; 1), o taškas M — atkarpos AC vidurio taškas. Apskaičiuokite 
pusiaukraštinės BM ilgį. 

12.7. Duoti taškai A(2; 3; -1), B(-1; 1; 2), C(-3; -1;1), 
D(3; 3; - 5). Įrodykite, kad figūra ABCD yra trapecija. 

12.8. Duoti taškai A(5; - 10), B(-7; 8), C(2; -7), D(-4; 2). 
Įrodykite, kad vektoriai AB ir CD yra kolinearieji. Kuris iš jų yra 
ilgesnis ir kiek kartų, kokie jie yra — vienakrypčiai ar priešingų 
krypčių? 
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12.9. Su kuria o. reikšme vektoriai d =|-3; 20) ir b=17; 1) 
yra kolinearieji? 

12.10. Vektoriai AB =(6; -4] ir AC -12; -2) sutampa su tri- 
kampio ABC kraštinėmis. AM - trikampio ABC pusiaukraštinė. 
Raskite vektoriaus AM koordinates. 

12.11. Su kuria x reikšme vektoriai à -(2-x; 3) ir b = (3x; 1) 
yra kolinearieji? Kokie jie yra — vienakrypčiai ar priešingų krypčių? 


12.12. Su kuria x reikšme vektoriai a=] 1-8. =| ir 
b=(1; 3) yra kolinearieji, jeigu lá] > |b/? 

12.13. Vektoriai à ir b ={6; -8; - 7,5} yra kolinearieji. Raskite 
vektoriaus a koordinates, kai la| = 50. 


12.3. SKALIARINĖ DVIEJU VEKTORIU SANDAUGA 


Apibrėžimas. Dviejų vektorių à ir b skaliarine sandauga 
vadiname skaičių, lygų šių vektorių modulių ir kampo tarp vektorių 
kosinuso sandaugai. 

Zymime: à -b . Taigi 

a-b=la]-lb|-coso; (1) 


^ 


čia Q-|à,b |. 
Kai vektoriai à ir b yra statmeni (Q— 90^, cos p=0), tai gau- 
name, kad d -b =0. Teisingas ir atvirkščias teiginys: jei nenuliniu 


vektorių à ir b skaliarinė sandauga d -b =0, tai vektoriai à ir b 
yra statmeni. 

Iš (1) formulės gauname formulę, pagal kurią apskaičiuojame 
kampo tarp vektorių kosinusą: 


ū-b 
cos Q = ———. (2) 
Jal- lë] 


Kai vektoriai à ir b išreikšti koordinatémis à -[x; y,;2,), 
b =(x,; Y2; Z2}, tai jų skaliarinė sandauga apskaičiuojama taip: 
ū-b=xx,+7,9, +2,2 - (3) 


" 1 pavyzdys. Trikampio ABC viršūnės (12.10 pav.) yra taškai 
A (3; 4), B (6; 0), C (9; 12). Apskaičiuokime kampo q kosinusą. 
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12.10 pav. 


Sprendimas. Sudarome vektorius AC ir AB bei apskaičiuoja- 
me jų koordinates: AB =[3; -4), AC = 16; 8). 
Norėdami pritaikyti (2) formulę, randame reikiamas reikšmes: 


AB-AC=3-6-4-8=-14, |AB| = J3? +4} =5, ¡AC|= V6? +8? =10. 
Tuomet 
ep 


5.10 25' 
* 2 pavyzdys (VBE, 2001). Apskaičiuokime kampą tarp vek- 


qu av3., a -  g_)Jav3, a, cd 
torių m= | 37 2 a J ir i-es ZU af}; čia a » 0. 
Sprendimas. Remdamiesi (2) formule, turime 
cos m,k „Ak 
pm] - (e 


> 2 
Apskaičiuojame: M-k = IDE. ay3 „a. 2ta apa 


cosọ = 


2 2 2 2 
Eb ay3 | a Y e 
i= bcd «($] + (ež) 4507 Ja? - [aj 8 . 
Kadangi a >0, tai la|=a ir PACEM iš čia 


: V3a - Ja 
k Ji A A 
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* 8 pavyzdys (VBE, 1999). Nagrinėjami du vektoriai 
ū=|Nx-2; Vx; 3) ir b= sz 4x -3; -Jx -is 2) . 


1. Apskaičiuokime skaliarinę šių vektorių sandaugą ū b. 


2. Su kuriomis x reikšmėmis vektoriai a ir b yra statmeni? 


Sprendimas. 1. Taikome (3) formulę: 
dl dd dm - li 5045 3) 
=x-2+/x-Jx-3-8Jx -x+2= 
= Vx -/x-3 -34x = x (Vx -3 -3). 


2. Žinome, kad àlb«caà.b-0. Todėl gauname lygtį 
Jx (Vx -8- 3) =0, turinčią sprendinius x=0 (netinka) arba x= 12. 
Atsakymas. x -12. A 


Pratimai 

12.14 (MBE, 2003). Duoti vektoriai G=|-1;3;-2) ir 
= (2; -1; 3). Apskaičiuokite: 

1) vektorių à ir b skaliarinę sandaugą; 

2) kampo tarp vektorių a ir b kosinusą. 


12.15 (VBE, pakartotinė sesija, 2002).  Vektorius 
= (x; —1; 2) statmenas vektoriui b= (1; 2; 0). Tuomet vektoriaus 
a ilgis lygus: 


A 0; B 2; C 3; D +3; E 4x? «3. 
12.16. Su kuriomis « ir B reikšmėmis vektorius à = (3; - 1; a) 
yra statmenas vektoriui b= (2; B; 1), kai lė] =3? 


12.17. Vektorius c yra statmenas vektoriams a=(2; 3; -1) ir 
b=(1; -2; 3}. Apskaičiuokite jo koordinates, kai ¿-(2; -1; 1) =-6. 


12.18. Su kuria 0 reikšme kampas tarp vektorių 
za. Je no 
i-o 1; | ir b -(3; 1; 0) lygus n 


12.19. Raskite plokštumos xOy vektorių a, statmeną vektoriui 
= (3; -4; 5), kai a|- [P]. 
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12.20. Apskaičiuokite vektoriaus a ilgį, kai b ={3; -2; 1), 
G-b=7 ir vektoriai à ir b yra kolinearieji. 

12.21. Žinoma, kad vektoriai OM ir b=|k; 2) yra statmeni, 
O - koordinačių sistemos pradžios taškas, M — kreivių, nusakomų 
lygtimis y 2 x? +8 ir y=2x+1, susikirtimo taškas. 

1. Raskite tašką M. ) 

2. Raskite vektorių b. 


3. Apskaiciuokite ¡OM -i. 
12.22. Vektoriai à -|2; x2) ir b = [Nx +5; 1) yra statmeni. 
Raskite vektoriaus ia«b ilgį. 


12.23. Išspręskite nelygybę /'(x)<ū-b, kai ā={3x; 2x+1; 


x47), b-ix; 2; -1), ir f(a) 22,5x* +3x+2. 


PLANIMETRIJA 


13.1. KAMPAI. TRIKAMPIAI. TIESES 


Kampu vadinama plokštumos dalis, kurią riboja du i$ vieno 
taško išeinantys spinduliai. Kampą, kurio viršūnė O, o kraštinės 
OA ir OB, žymime ZAOB (13.1 pav.). Tokiu pat simboliu žymėsime 
ir kampo didumą. Kai kampo kraštinės yra vienoje tiesėje, tai kam- 
pas vadinamas ištiestiniu (13.2 pav.). 

A 


13.1 pav. P 13.2 pav. 


Ištiestinio kampo didumas Z AOB = 180*. 

Kai kampo didumas mažesnis negu 90“, jis vadinamas smai- 
liuoju, kai jo didumas lygus 90? — stačiuoju, o kai didesnis už 
90%, bet mažesnis už 180? - bukuoju. 

Du kampai vadinami gretutiniais (13.3 pav.), kai jie turi vie- 
ną bendrą kraštinę, o kitos dvi kraštinės yra vienoje tiesėje. Tokių 
kampų didumų suma lygi 180“: 


ZAOB+ Z BOC =180“. 


— X 


13.3 pav. 13.4 pav. 

Du kampai vadinami kryžminiais (13.4 pav.), jei jie turi ben- 
drą viršūnę, o vieno kampo kraštinės yra kito kampo kraštinių tę- 
siniai. Kryžminių kampų didumai yra lygūs: 

ZAOC-ZDOB, ZCOD-ZAOB. 
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A C D 
13.5 pav. 


Kampas Z BCD (13.5 pav.), kuris yra gretutinis trikampio ABC 
vidaus kampui Z BCA, vadinamas trikampio priekampiu. 
Trikampio priekampio savybé: trikampio priekampio didu- 
mas lygus kitų dviejų negretutinių jam trikampio kampų didumų 
sumai: 
ZBCD=ZBAC+ Z ABC. 


Trikampio kampų didumų suma lygi 180“. 


" 1 pavyzdys (2001, VBE). Laužtė kerta tiesę (13.6 pav., a). 
Kampas x lygus 


A 45°; B 25"; C 30%; D 40"; E 50“. 

Sprendimas. Brėžinį papildykime, pažymėdami kampus 
Z1, Z2, Z3, Z4 (13.6 pav., b). Tuomet 

Z1=180*-125*=55* (gretutinio kampo savybė), 

Z2+90*+55*=180*'—>/2=35* (trikampio kampų sumos sa- 

vybė), 

Z3 222-235? (kryžminių kampų savybė), 

35?-100?-724-2180? > Z4-45? (trikampio kampų sumos 

savybė), 

x= Z4=45" (kryžminių kampų savybė). 

Spręsdami uždavinį, galėjome pritaikyti ir trikampio priekam- 
pio savybę: 

90*+ 722-1252 Z2=35". 
Teisingas yra A atsakymas. A 
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Dvi tieses perkirte treciaja (13.7 pav.), gauname 8 kampus. Ju 


pavadinimai: 


Z1ir 15; 42 ir Z6; 43 ir Z7; Z4 ir Z8 - atitinkamuju 


kampu poros; 
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Z4ir Z6; 43 ir Z5 - vidaus priešinių kampų poros; 
Zlir Z7; 42 ir Z8 - išorės priešinių kampų poros; 
<3 ir Z6; 44 ir Z5 — vidaus vienašalių kampų poros; 
Zl ir 48; 12 ir Z7 — išorės vienašalių kampų poros. 


13.7 pav. 13.8 pav. 


Kai dvi lygiagrecias tieses kerta trecioji (13.8 pav.), tai: 
1) kiekvieną vidaus (išorės) priesiniy kampų porq sudaro lygūs 
kampai, taigi 
Z4=46, Z8-2 Z5, Z1=Z7, Z2= Z8; 
2) kiekvieną atitinkamųjų kampų porą sudaro lygūs kampai, 
taigi 
7 Z1=Z5, Z2=46, Z3=Z7, ZA- Z8; 
3) kiekvienos vidaus (išorės) vienašalių kampų poros kampų di- 
dumų suma lygi 180“, taigi 
Z3+ 46=180*, 44+ 252 180", 
Z1+8=180", 42+ 47= 180“. 
2 pavyzdys. Kam lygus kampas x, kai a||b (13.9 pav., a)? 
A 45"; B 55"; C 65"; D 60°; E 30“. 
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Sprendimas. Brėžinį papildykime, pažymėdami kampus: 
Z1, 2, Z3, Z4, Z5 (13.9 pav., b). 

Tuomet 41+115*= 180? (vidaus vienašalių kampų savybė). 

Iš čia 41=65*—> 42 =65* (kryžminių kampų savybė); 

Z2=Z3, Z5=Z4 (atitinkamųjų kampų savybė), 44=60" 
(kryžminių kampų savybė). 

Kadangi Z2+x+ Z 5= 180“, tai 


x=180°- Z2- Z 5=180°- Z3- 44= 1807-65" —-60* = 55", 


Teisingas yra B atsakymas. A 
Apie kampo kraštinėse atkirstų atkarpų proporcingumą kalba 
Talio teorema. 


Talio teorema. Jei kampo kraštines kerta dvi lygiagrečios tie- 
sės (13.10 pav.), tai vienoje kampo kraštinėje atkirstos atkarpos yra 
proporcingos kitoje kampo kraštinėje atkirstoms atkarpoms. Taigi 
kai 1,||2,, tai 


A 
X 
B D 
Y C 
13.10 pav. 13.11 pav. 
AB_AB 
AC AC’ 


Is Talio teoremos išplaukia dar tokie du sąryšiai. Kai /,||!,, tai 
AB AB“ ir AB AB“ BB' 
BO BC“ AO AC CO" 


3 pavyzdys (VBE, 2003). Trikampio ABD kraštinėje AB 
(13.11 pav.) pažymėtas taškas X, o krastinéje BD - taškai C ir Y 


taip, kad XC|| AD, XY||AC. Įrodykime, kad A- AE 
Sprendimas. Kadangi XY||AC, tai, remiantis Talio teorema, 
BY _BX BX BC 
YC "y Bet XC ||AD, tai, pagal ta pacia teorema, XA CD: Su- 
lygine šias dvi proporcijas gauname, kad 
YO 34 Om 7" E 0D 
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S Pratimai 


13.1. Apskai- 
čiuokite ZABC 
(13.12 pav.), kai 
ZBCA=35", 
ZABD=110", A 
ZBDC =15“. 


13.2. Duota Llll 
(13.13 pav.). Apskaičiuo- 
kite kintamąjį x ir raskite 
šių kampų didumus: Z 1, 
122,13, 24, Z5, Z6. 


13.3. Duota AB||CD, 
ZCFE-'14, EG-ZAEF 
pusiaukampinė, FH- 
ZEFD  pusiaukampinė 
(13.14 pav.)  Apskaiciuo- 
kite ^ ZAEF,  ZFEG, 
Z EFD ir ZEFH. 


13.4. Duota Llll 
(13.15 pav.). Apskaičiuoki- 
te Z1, 42, Z3ir Z4. 
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(N 
C 


13.12 pav. 


13.13 pav. 


Cp 
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13.5. Zinoma, kad AB||CD A B 
(13.16 pav.). Kam lygu E 
ZB+ZE+ZC? 

A 90%; B 180°; 

C 2707; D 360°; D E 


E Teisingo atsakymo néra. 


13.6 (Bandomasis egzami- 
nas, 1998). Tiesés a, ir a, yra ly- 
giagrecios (13.17 pav.). Raskite 
kampa x. 

A 160% B 130% C 1105 


D 100% E 50°. 


13.17 pav. 


13.7. Dvieju trikampio kampu didumai lygús 60? ir 72”. Apskai- 
čiuokite šių kampų aukštinių sudaromo kampo didumą. 

13.8. Įrodykite, kad trikampio pusiaukraštinė dalija pusiau vi- 
sas tieses, nubrėžtas trikampio viduje lygiagrečiai su ta kraštine, 
į kurią nubrėžta pusiaukraštinė. 


B C 
13.9. Zinoma, kad trapecijos E F 
ABCD (13.18 pav.) BC=4 cm, 
AD=6 cm, EB=1 cm, AE=2 cm. 
Raskite EF ilgį, kai EF||BC||AD. A D 
13.18 pav. 


13.2. TRIKAMPIŲ ELEMENTAI. TRIKAMPIŲ LYGUMAS 


1 apibrėžimas. Atkarpa, jungianti trikampio kraštinės vidurį 
su prieš ją esančio kampo viršūne, vadinama trikampio pusiau- 
kraštine. 


Trikampio ABC pusiaukraštines, nubrėžtas iš viršūnių A, B ir 
C, žymėsime m,, m, ir m,. Visos trys trikampio pusiaukraštinės 
susikerta viename taške — trikampio sunkio centre - ir viena 
kitą dalija santykiu 2:1, skaičiuojant nuo viršūnės. 


2 apibrėžimas. Trikampio kampo pusiaukampinės dalis, esan- 
ti trikampyje, vadinama trikampio pusiaukampine. 

Trikampio pusiaukampines žymėsime [,, I, ir L,. Visos trys tri- 
kampio pusiaukampinės susikerta viename taške, kuris yra į tri- 
kampį įbrėžto apskritimo centras. Be to, pusiaukampinė 
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(13.19 pav.) dalija priešingą kraštinę A 
į dalis, proporcingas kitoms dviem 
kraštinėms: 
BD _ AB 
DC AC” 
Si savybé jrodyta 13.4 skyrelio 
2 pavyzdyje. 
3 apibrėžimas. Statmens, išvesto p C 
iš trikampio viršūnės į priešais esančią D 
kraštinę arba jos tęsinį, atkarpa vadi- 13.19 pav. 
nama trikampio aukštine. 


Aukštinės žymimos h,, h, ir h,. Visos trys trikampio aukštinės 
susikerta viename taške — trikampio ortocentre. 


4 apibrėžimas. Atkarpa, jungianti dviejų trikampio kraštinių 
vidurio taškus, vadinama trikampio vidurine linija. 


Vidurinė linija yra lygiagreti trikampio pagrindui, o jos ilgis 
lygus pusei pagrindo ilgio. 
5 apibrėžimas. Trikampis, kurio dvi kraštinės lygios, vadina- 


mas lygiašoniu. Šias lygias kraštines vadinsime šoninėmis, o tre- 
čiąją - pagrindu. 


Lygiašonio trikampio kampai prie pagrindo yra lygūs, o aukš- 
tinė, nuleista į pagrindą, sutampa su trikampio pusiaukampine ir 
pusiaukraštine. 


6 apibrėžimas. Trikampis, kurio visos kraštinės lygios, vadi- 
namas lygiakraščiu. 


Visi lygiakraščio trikampio kampai lygūs, o kiekvieno jų didu- 
mas — 60“. 


1 pavyzdys (VBE, 1999). 

13. 20 paveiksle pavaizduotas lygia- B 

kraštis trikampis ABC ir rombas 

DEFG, kurio kraštinės lygiagrečios ati- E 

tinkamoms trikampio kraštinėms. Jei 

BE=EG=GC, tai trikampio ir rombo 

DEFG plotų santykis yra lygus G 
A B B Ê; c 


> 


^ 


D 4; E 5. 13.20 pav. 
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Sprendimas. Uzdavinj galima iš- 
spręsti apskaičiuojant tiek trikampio, 
tiek ir rombo plotus, o paskui — šių dy- 
džių santykį. Tačiau paprasčiau papildy- 
ti brėžinį taip, kaip parodyta 
13.21 paveiksle. Dabar aišku, kad tri- 
kampį ABC sudaro 9 vienodi trikampiai, 
o romba DEFG - 2 tokie trikampiai. To- 


dėl jų plotų santykis 2 Teisingas yra 
B atsakymas. A 


7 apibrėžimas. Trikampis, turintis 
statųjį kampą, vadinamas staéiuoju. 


Apibrėšime stačiojo trikampio smai- 
liojo kampo œ (13.22 pav.) trigono- 
metrines funkcijas. Šis apibrėžimas — 
atskiras bendrojo trigonometrinių funk- 
cijų apibrėžimo atvejis, kai posūkio 
kampas yra smailusis. 


. vo 


8 apibréZimas. Staciojo trikampio 
smailiojo kampo sinusu vadinamas 
statinio, esančio prieš tą kampą, ir įžam- 
binės santykis; kosinusu vadinamas 
statinio, esančio prie to kampo, ir įžam- 
binės santykis; tangentu vadinamas 
statinio, esančio prieš tą kampą, ir kito 
statinio santykis. 

Taigi 

sina = BC, cosa = AŠ, tg a = — 
sino 
cosa ` 
5" 2 pavyzdys. Duoti trys vienodi 
kvadratai ABCH, HCDG ir GDEF 
(13.23 pav.). 

Įrodykime, kad o +B+y=90". 

Sprendimas. Aišku, kad a=45". Be- 
lieka įsitikinti, kad 8+y=45*. Remda- 
miesi tangento apibrėžimu, rašome 


„EE, 1 FE 1 
tgB= z tET- EB r 


Matome, kad tgo = 


PLANIMETRIJA 


B 
E F 
EN 
C 
13.21 pav. 
B 
AL) c 
13.22 pav. 


13.23 pav. 
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Pritaike formule te(B+y = 


1-tgBtgy” 

jd 
gauname te(B+ y = ii zl: 

2x 


iš čia B+y=45°, nes kampai $ ir y — smailieji. A 

Suformuluosime tris trikampių lygumo požymius. 

1. Jei vieno trikampio dvi kraštinės ir kampas tarp jų yra ati- 
tinkamai lygūs kito trikampio dviem kraštinėms ir kampui 
tarp jų, tai tie trikampiai yra lygūs. 

2. Jei vieno trikampio kraštinė ir du kampai prie Jos yra atitin- 
kamai lygūs kito trikampio kraštinei ir dviem kampams prie 
jos, tai trikampiai yra lygūs. 

3. Jei trys vieno trikampio kraštinės yra atitinkamai lygios 
trims kito trikampio kraštinėms, tai tie trikampiai yra lygūs. 

Trikampio, kurio pagrindo ilgis a, o aukštinės ilgis A,, plotas S. 

apskaičiuojamas pagal formulę 


S- jah, , 
Kai kampas tarp trikampio kra&tiniu a ir b lygus o, tai trikam- 
pio plotas 


S- jab sina. 

3 pavyzdys. Trikampio ABC pusiaukraštinė AM yra statme- 
na pusiaukraštinei BN (13.24 pav.), AM =m, BN =n. Apskaičiuoki- 
me trikampio ABC plota. 

Sprendimas. Kadangi O — pusiaukraštinių susikirtimo taškas, 


tai m =2 : 1. Todėl AO = ŽAM . I$ atkarpų AM ir BN statmenu- 


B 
B 
M 
LN 
A N C A D C 
13.24 pav. 13.25 pav. 


266 


13 skyrius PLANIMETRIJA 
mo išplaukia, kad AO — trikampio ABN aukštinė, todėl jo plotas 
„la0-BN-=1.ŽAM-By-1 
Susy = 740 BN => 34M BN zmn. 


Saase -ih AC - Lh, 2AN =2( zh AN] . 
Taigi Siano =Žmn. A 


4 pavyzdys. Trikampis ABC — lygiašonis, AC = CB. Raskite 
AC, kai ZACB=30" ir trikampio perimetras p=5 (13.25 pav.). 

Sprendimas. Nubrėžiame aukštinę CD. Kadangi trikampis yra 
lygiašonis, tai ZACD - 15". Todėl e = sin15", AD = AC -sin15°. 
Zinome, kad 


p=AC+CB+AB=AC+AC +2AD=2AC +2AC -sin 15°= 
=2AC(1 + sin 15“). 


NUNG NS 
2(1 + sin 15°) ' 

Pritaike formule sin? = — , nesunkiai apskaičiuosime 
sin 15“. 


Taigi 2AC(1 +sin 15°)=5; iš čia AC= 


Atsakymas. 


5 
——. A 
2-42 — 48 


Pratimai 


13.10. Duota ABL1BD, BELBC, BE - BC, AB - BD (13.26 pav.). 
Trodykite, kad AE - DC. 


13.11. Duota Z1-Z72, Z3-2Z4 (13.27 pav). Įrodykite, kad 
BE-CD. 


A 
C C 
B 
E 
IN 
y 
YA 
E D D B 
13.26 pav. 13.27 pav. 
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13.12. Pusiaukraštinė, nubrėžta į vieną lygiašonio trikampio 
šoninę kraštinę, dalija trikampio perimetrą į dvi dalis, lygias 15 cm 
ir 6 cm. Raskite kraštinių ilgius. 

13.13. Kampo kraštinėse nuo viršūnės A atidėtos lygios atkar- 
pos AB ir AC. Taškas D vienodai nutolęs nuo taškų B ir C. Įrody- 
kite, kad taškas D priklauso kampo A pusiaukampinei. 

13.14. Dviejų trikampio kraštinių ilgiai lygūs 4 cm ir 5 cm, o 
aukštinių, nuleistų į šias kraštines, ilgių suma lygi trečiosios aukš- 
tinės ilgiui. Apskaičiuokite trečiosios kraštinės ilgį. 

13.15. Įrodykite, kad bet kurio trikampio A, : A, : h, -i TIT 

13.16. Iš laivo, plaukusio į šiaurę, vienu metu buvo pastebėtos 
dvi tuščios valtys, esančios tiesėje, pasvirusioje nuo laivo plaukimo 
krypties 15” kampu į rytus. Tuo pat metu laivas pakeitė kursą ir 
pradėjo plaukti į šiaurės vakarus. Nuplaukus šia kryptimi 5 km, 
viena valtis buvo matoma rytuose, kita — šiaurės rytuose. Apskai- 
čiuokite atstumą tarp valčių. 


13.3. KETURKAMPIAI 


Pereitame skyrelyje nagrinėjome trikampių savybes. Šiame sky- 
relyje kalbėsime apie daugiakampius, turinčius daugiau negu tris 
kraštines, — lygiagretainį, stačiakampį, rombą, kvadratą ir trapeciją. 


1 apibrėžimas. Keturkampis, kurio priešingosios kraštinės yra 
viena kitai lygiagrečios, vadinamas lygiagretainiu (13.28 pav.). 


Lygiagretainio savybės yra šios: 

1) įstrižainių susikirtimo taškas O - jo simetrijos centras; 

2) AB=CD, AD=CB; 

3) ZDAB-ZDCB, ZADC=ZABC; 

4) DO-OB, AO-OC. 

Pateiksime du lygiagretainio poZymius: 

1. Keturkampis yra lygiagretainis tada ir tik tada, kai priesin- 

gosios jo krastinés yra lygios. 

2. Keturkampis yra lygiagretainis tada ir tik tada, kai dvi prie- 

šingosios jo kraštinės yra lygios ir lygiagrečios. 

Spręsdami uždavinius, dažnai taikome lygiagretainio įstrižai- 
nių savybę: lygiagretainio įstrižainių ilgių kvadratų suma lygi visų 
jo kraštinių ilgių kvadratų sumai, t. y. 

AC? + BD? =2(AD* + AB?). 
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13.28 pav. 13.29 pav. 


Stačiakampis, rombas ir kvadratas taip pat yra lygiagretainiai. 


2 apibrėžimas. Lygiagretainis, kurio visi kampai statūs, vadi- 
namas stačiakampiu. 


Be minėtų lygiagretainio savybių, stačiakampis turi tik jam bū- 
dingą savybę - jo įstrižainės yra lygios. 


3 apibrėžimas. Lygiagretainis, kurio visos kraštinės lygios, va- 
dinamas rombu. 


Rombo įstrižainės yra viena kitai statmenos ir dalija jo kampus 
pusiau. 


4 apibrėžimas. Kvadratu vadinamas stačiakampis, kurio vi- 
sos kraštinės yra lygios. 


Kadangi kvadratas kartu yra ir lygiagretainis, ir stačiakampis, 
ir rombas, tai jam būdingos visos jų savybės. 

5 apibrėžimas. Keturkampis, kurio dvi kraštinės yra lygiagre- 
čios, o kitos dvi — nelygiagrečios, vadinamas trapecija (13.29 pav.). 

Lygiagrečios trapecijos kraštinės AB ir CD vadinamos pagrin- 
dais, o nelygiagrečios kraštinės AD ir CB — šoninėmis kraštinėmis. 
Kai šoninės kraštinės yra lygios, trapecija vadinama lygiašone. 

Atkarpa EF, jungianti šoninių 
kraštinių vidurio taškus, vadinama 4 B 
trapecijos vidurine linija. Būdin- 
gos jos savybės: 

1) ji yra lygiagreti pagrindams, 

2) EF =ž(AB+CD). 


1 pavyzdys. ABCD - kvadra- 


tas (13.30 pav.), FELBD, DE = ¿DB , e 
AB -8 cm. Kam lygi EF? ui we 
A 242 cm; B 8J2 cm; C4cm; 2 
D 2 cm; E 442 cm. 13.30 pav. 
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. Sprendimas. Kadangi ABCD - kvadratas, tai ZBDC = 45“. 
Žinome, kad Z FED =90*. Tuomet < DFE - 45? ir trikampis DEF — 
lygiašonis. Vadinasi, EF - DE. Pagal Pitagoro teoremą, 


DB? = AD? + AB? > DB? =8* +8? > DB=8W2 (cm). 


Kadangi DE = ¿DB „tai DE= 242 cm ir EF= 242 cm. Teisin- 
gas yra A atsakymas. A 


2 pavyzdys. Trikampio kra&tiniu ilgiai lygüs a, b ir c. 
Apskaičiuokime pusiaukraštinės m, ilgį. 

Sprendimas. Trikampį ABC papildome iki lygiagretainio, nu- 
brėždami BD||AC ir AD||BC (13.31 pav.). Kadangi O — atkarpos AB 
vidurio taškas, tai jis yra ir lygiagretainio įstrižainių susikirtimo 
taškas, todėl CD — lygiagretainio įstrižainė. Pritaikysime lygiagre- 
tainio įstrižainių savybę: 


2a? +2b? = AB? +CD?, 2a*+2b? =c* « (2m, ; 


m, = 5120? 4:20) -c° . A 


3 pavyzdys. Vienas lygiašonės trapecijos (13.32 pav.) pagrin- 
das lygus 12 cm, kitas — 18 cm. Kampo prie didesniojo pagrindo 
sinuso reikšmė lygi T3 Apskaičiuokime: 

1) trapecijos aukštinę; 

2) trapecijos plotą; 

3) įstrižainės ilgj. 

Sprendimas. 1. Nubrėžiame 
BELAD ir CFLAD. Tuomet 
EF=BC=12 ir AE+FD=18-12=6. 
a b BE 


Taigi AE =3. Kadangi tga = AE' 


B A 
B C 
| USA 
D E F 
13.31 pav. 13.32 pav. 
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tai BE = AE -tga =3tga. Žinodami, kad sina. = 


PLANIMETRIJA 


randame 


-8. 
73 


cosa = J1- sin? a = 1-64 -3 


73 73" 


Tuomet tga= BS y, BE =3-tga=3-5=8(cm), 


cosa 3 


2. Taikome ploto apskaičiavimo formule 


S=Ž(BC+AD)-BE =5(12+18)-8=120 (cm?). 


3. Įstrižainės ilgį apskaičiuosime pagal Pitagoro teorema: 


BD =JBE? + ED? = 48 «15? =17 (cm). A 
B 


Toliau nagrinėsime 
daugiakampius, turinčius 
daugiau negu 4 kampus. 
Skirsime  iškiluosius ir 
neiškiluosius daugiakam- 
pius. 

Jei, per bet kurią dau- 
giakampio kraštinę nubrėžus 
tiesę, visas daugiakampis 
yra vienoje tos tiesės pusėje, 
tai jis vadinamas iškiluoju 
(13.33 pav.). Priešingu atve- 
ju Jis vadinamas neiskiluo- 
ju (13.34 pav.). 

Iškilasis daugiakampis 
pasižymi tokia savybe - iš- 
kilojo n-kampio vidaus kam- 
pu suma lygi 180(n - 2). 


* 4 pavyzdys (VBE, 
2000). Taškai ABCDE yra iš- 
kilojo penkiakampio viršū- 
nės. Raskite penkiakampės 
žvaigždės (13.35 pav.) kam- 
pu ZEBD, ZACE, Z BDA, 
ZCEB, ZDAC didumų 
sumą. 


Aa 


13.33 pav. 


w 


13.35 pav. E 


Sprendimas. Brėžinį papildome, nubraižydami iškiląjį penkia- 
kampį ABCDE (13.36 pav.). Jo vidaus kampų suma lygi 180'(5 — 
—2)= 540". 

Ieškomoji suma 


L1+ 12+ 13+ 444 25-540? -(ZABA, + ZBAA,)- 


-(ZCBB, + ZBCB,) - (ZC,CD + ZC,DC) -(ZD,DE + ZD,ED)- 


- (ZE,EA + ZE,AE). 


Tačiau ZABA, + ZBAA, =180*- ZBA,A -180^- 26, nes 
ZBA,A = ZB,A,E, (kryžminiai kampai). 


Analogi&kai 
ZCBB, + ZBCB, =180*- Z7, 
ZC,CD* ZC,DC 2180? — Z8, 
ZD,DE + ZD,ED =180*- Z9, 
ZE EA + Z E AE =180*- 710. 
Tuomet 


Z1+2Z2+2Z3+2Z4+Z5=540°-(180°- £6)-(180*- Z7)- 
- (180° - Z 8) - (180° - 49)-(180*- Z 10) = 
=540" -180"-5+(26+ 47+ 48+ Z9+ Z10)= 
= 540? - 180?.5 + 540^, 
nes Z6+ 77-28-94 Z10 yra i&kilojo penkiakampio A,B,C,D,E, 
vidaus kampu suma. Vadinasi, 
LZ1+Z2+Z3+44+45=180". A 
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Pratimai 


13.17. Lygiagretainio jstriZainiu ilgiai lygüs 24 cm ir 28 cm, 
o kraštinių ilgių skirtumas yra 8 cm. Apskaičiuokite lygiagretainio 
kraštinių ilgius. 

13.18. Ilgesnė lygiagretainio kraštinė lygi trumpesnei įstrižai- 
nei, kraštinių ilgių skirtumas — 3 cm, o įstrižainių ilgių skirtumas 
— 2 cm. Raskite lygiagretainio kraštinių ir įstrižainių ilgius. 

13.19. Lygiagretainio plotas lygus 144 cm?, o aukštinių ilgiai — 
8 cm ir 12 cm. Apskaičiuokite lygiagretainio perimetrą. 

13.20. Trumpesnės lygiagretainio kraštinės ilgis lygus 13 cm, 
aukštinės, nuleistos į ilgesnę kraštinę, ilgis — 12 cm, trumpesnės 
įstrižainės ilgis — 15 cm. Apskaičiuokite lygiagretainio plotą. 

13.21. Rombo perimetras lygus 20 cm, o vienos įstrižainės ilgis 
— 8 cm. Koks antrosios įstrižainės ilgis? 

13.22. Rombo kraštinė yra 
jo įstrižainių geometrinis vidur- 
kis. Apskaičiuokite rombo smai- 
liojo kampo didumą. 

13.23 (VBE, pakartotinė 
sesija, 2002). Jei AD||BC, 
AD=10 cm, atstumas tarp AD 
ir BC lygus 4 cm, tai bendras 
pilkosios dalies (13.37 pav.) plo- 13.37 pav. 
tas lygus: 

A 5 cm”; B 10 cn?; C 20 cm? D 40 cm? E80cmž. 

13.24. Trumpesnis lygiašonės trapecijos pagrindas lygus šoni- 
nei kraštinei, o įstrižainė statmena šoninei kraštinei. Raskite tra- 
pecijos kampų didumus. 

13.25. Lygiašonės trapecijos aukštinės ilgis lygus 10 cm, o įstri- 
žainės statmenos viena kitai. Apskaičiuokite vidurinės linijos ilgį. 

13.26. Apskaičiuokite lygiašonės trapecijos plotą, kai pagrindų 
ilgiai lygūs 10 cm ir 26 cm, o įstrižainės statmenos šoninėms kraš- 
tinėms. 

13.27. Vieno trapecijos kampo didumas lygus 30“, o šoninių 
kraštinių tęsiniai susikerta stačiu kampu. Vidurinės linijos ilgis 
lygus 10 cm, o vieno pagrindo ilgis — 8 cm. Raskite trumpesnės 
trapecijos šoninės kraštinės ilgį. 

13.28. Trapecijos pagrindų ilgiai lygūs 28 cm ir 16 cm, o šoni- 
nių kraštinių ilgiai — 25 cm ir 17 cm. Apskaičiuokite trapecijos 
aukštinės ilgį. 

13.29. Lygiašonės trapecijos pagrindų ilgiai lygūs 12 cm ir 
20 cm, o įstrižainės viena kitai statmenos. Apskaičiuokite trapeci- 
jos plotą. 
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13.4. PANASUMAS 


Apibrėžimas. Du trikampiai, kurių atitinkamieji kampai yra 
lygūs ir vieno trikampio kraštinės yra proporcingos atitinkamoms 
kito trikampio kraštinėms, vadinami panašiaisiais. Atitinkamų 
kraštinių ilgių santykis vadinamas panašumo koeficientu. 

Pateiksime tris trikampių panašumo požymius. 

1. Jei vieno trikampio trys kraštinės yra proporcingos kito tri- 

kampio trims kraštinėms, tai tokie trikampiai yra panašūs. 

2. Jei vieno trikampio dvi kraštinės yra proporcingos kito tri- 

kampio dviem kraštinėms ir kampai tarp tų kraštinių lygūs, 
tai tokie trikampiai yra panašūs. 

3. Jei vieno trikampio du kampai lygūs kito trikampio dviem 

kampams, tai tokie trikampiai yra panašūs. 


1 pavyzdys. ZABC =Z CED (13.38 pav.). Raskime x ir y. 

Sprendimas. Kadangi 41= 42 (kaip kryžminiai kampai), tai 
trikampiai ABC ir CDE turi po du lygius kampus. Vadinasi, jie yra 
panašieji trikampiai. Tuomet atitinkamos jų kraštinės, t. y. tos, ku- 
rios yra prieš lygius kampus, yra proporcingos: 


1 12.9 9 12, 9.9 
8 x y 4 x 4 y” 


2 pavyzdys. Įrodykime, kad trikampio pusiaukampine dalija 
priešingą kraštinę į dalis, proporcingas kitoms dviem kraštinėms. 

Sprendimas. Tarkime, kad BD yra trikampio ABC pusiaukam- 
pinė (13.39 pav.). Turime įrodyti, jog AD : DC- AB : BC. Per tašką 
C nubrėžiame tiesę l, lygiagrečią BD, ir pratesiame kraštinę AB iki 
jos susikirtimo su tiese l taške E. 


E 
B B 
9 1 
18 D 
Cx 
8 
i * p 
A E D C 
13.38 pav. 13.39 pav. 
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Kadangi Z ABD = Z BEC, Z DBC = Z BCE, o Z ABD = Z DBC, tai 
ZBEC-ZBCE. Todėl ABCE - lygiašonis ir BE=BC. Taiky- 
dami Talio teoremą apie proporcingas atkarpas, gauname 
AB:BE=AD:DC arba AD:DC=AB:BC. A 

Panašiųjų daugiakampiu apibrėžimas analogiškas panašiųjų 
trikampių apibrėžimui — užtenka žodį „trikampis“ pakeisti žodžiu 
„daugiakampis“. 

Priminsime dar du teiginius apie panašiųjų daugiakampių 
perimetrus ir plotus. 

1. Panašiųjų daugiakampių perimetrų santykis lygus tų dau- 
giakampių atitinkamų kraštinių ilgių santykiui, taigi lygus 
panašumo koeficientui. 

2. Panašiųjų daugiakampių plotų santykis lygus tų daugia- 
kampių atitinkamų kraštinių ilgių kvadratų santykiui, taigi 
lygus panašumo koeficiento kvadratui. 


" 8 pavyzdys (VBE, 2002). Trapecijos ABCD įstrižainės kerta- 
si taške O (13.40 pav.). Atkarpų OA, OB, OC, OD vidurio taškai 
paeiliui sujungiami atkarpomis. Įrodykime, kad gautojo keturkam- 
pio plotas lygus ketvirtadaliui trapecijos ploto. 

C 


LN 


13.40 pav. 


Sprendimas. Atkarpų OA, OB, OC, OD vidurio taškus pažymė- 
kime atitinkamai A,, B,, Cj, D,- Tuomet A,B, - trikampio AOB 


vidurio linija, todėl A,B, = AB ir A,B,||AB . Analogiškai 


B,C, -1BC ir B,C,IIBC ; 


1 i 

CD, = ¿CD ir C,D,||CD; 
1 . 

AD, = ¿AD ir A,D,||AD. 


Vadinasi, atitinkamieji keturkampiu ABCD ir A,B,C,D, kam- 
pai yra lygūs, o atitinkamosios kraštinės yra proporcingos ir 
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proporcingumo koeficientas 


k= 3 „Tuomet šie keturkam- 
piai yra panašieji, o jų plotų 
santykis lygus A?: 


SA BC, Zk ( | E; 
Sasco 


"m 1 
iš čia Saco, = į Sæ. A 


A 
13.41 pav. 


4 24 pavyzdys. Per taš- 
ką M trikampio ABC viduje 
nubrėžtos trys tiesės, lygia- 
grečios jo kraštinėms. Trijų gautų trikampių (13.41 pav.) plotai ly- 
gūs S,, S, ir S,. Raskime trikampio ABC plotą. 

Sprendimas. Trikampiai EKM, MQF ir PMN yra panašūs į tri- 
kampį ABC. Sakykim, S - trikampio ABC plotas. Tuomet 
S, _ EM? S, MF? S, PN? S 


Y Yt = [net 
S^ AC" S AC" S" AC Iš čia EM- ge, 


MF = ac, PN = Sac. Kadangi EM - AP ir MF- NC, tai 


EM+PN+MF -AP «PN * NC -AC. 


Antra vertus, EM + PN + MF = d NE 4$) 


todel acce e | 


JS ds VS 
Iš čia S-(JS + JS, +/5,) . A 
Pratimai B 
13.30. Žinoma, kad 
DENAB ir ZC-ZBAD D 


(13.42 pav.). Apskaičiuo- 
kite DE, kai AB=a, 
BD=b ir DC =c. 

13.31 (MBE, 2001). 
Stankevičių šeima nu- | 
sprendė namo pastogėje 
įsirengti dar vieną kam- 13.42 pav. 


E C 
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13.43 pav. 


barj. Norint tai padaryti, pertvaros sija AB (13.43 pav., a) reikia pa- 
kelti aukštyn iki CD (13.43 pav., b). Žinodami, kad ši sija turi išlikti 
lygiagreti luboms, apskaičiuokite, koks bus naujosios sijos CD ilgis. 

13.32. Bokšto šešėlio ilgis yra 36 m, o priešais jį stovinčios 2 m 
ilgio lazdos šešėlio ilgis lygus 1,5 m. Apskaičiuokite bokšto aukštį. 

13.33. Ūkininkas, norėdamas nustatyti atstumą tarp dviejų 
kūdros galų A ir B, išmatavo atstumus, kurie pavaizduoti 13.44 pa- 
veiksle. Kam lygus atstumas AB, kai DE||AB? 

13.34. Per lygiagretainio ABCD įstrižainių susikirtimo tašką 
nubrėžta tiesė, statmena kraštinei BC ir kertanti ją taške M. Kraš- 
tinės CD tęsinį ši tiesė kerta taške N. Raskite CM, kai CD a, 
BC=bir CN=c. 

13.35. Trapecijos ABCD šoninės kraštinės AB ir CD pratęstos 
iki jų susikirtimo taške E. Apskaičiuokite BE, kai BC=2 cm, 
AD=6 cm ir AB=3 cm. 


13.44 pav. 
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13.36. Du trikampiai turi po lygu kampa, kuris pirmajame tri- 
kampyje yra tarp 18 cm ir 39 cm ilgio kraštinių, o antrajame — 
tarp 52 cm ir 12 cm ilgio kraštinių. Kam lygus trikampių plotų 
santykis? 

13.37. Trapecijos ABCD įstrižainės AC ir BD susikerta taške O. 
Įrodykite, kad OA -OD - BO.OC. 

13.38. Dvi tiesés, lygiagrecios trikampio pagrindui, dalija tri- 
kampij į tris dalis, kurių plotų santykis 4 : 21 : 56 (skaičiuojant nuo 
viršūnės). Kokiu santykiu tiesės dalija trikampio šonines kraštines? 

13.39. Trapecijos šoninių kraštinių ilgiai lygūs 25 ir 40. Įstri- 
žainė, kurios ilgis 30, dalija trapeciją į panašiuosius trikampius. 
Apskaičiuokite trapecijos pagrindų ilgius. 

13.40. Tiesė, einanti per trikampio stačiojo kampo viršūnę, su 
mažesniuoju statiniu sudaro 30? kampą ir įžambinę kerta taške, 
kuris ją dalija santykiu 1 : 2. Mažesniojo statinio ilgis lygus 4. 
Raskite įžambinės ilgį. 

13.41. Dviejų trikampio kraštinių ilgiai lygūs a ir b, o kampo 
tarp jų didumas - 120“. Apskaičiuokite šio trikampio kampo pu- 
siaukampinės ilgį. 


13.5. METRINĖS TRIKAMPIO ELEMENTŲ 
PRIKLAUSOMYBES. PITAGORO TEOREMA 


Nagrinėsime statųjį trikampį ABC (13.45 pav.), iš kurio stačiojo 
kampo viršūnės C nuleista aukštinė CD. AC pažymėkime raide b, 
CB - a, AB -c, CD - h, AD - b.ir DB - a, 

Yra trys panašiųjų trikampių poros: 

1) AACD-AACB, nes jie turi po statųjį kampą ir bendrą 

kampą A; 
2) ACDB-AACB,nesjie turi po statųjį kampą ir bendrą kampą B; 
3) AACD-ACDB, nes jie turi po statųjį kampą ir 
ZCAD=ZDCB (kaip kampai su atitinkamai statmenomis 
kraštinėmis). 
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Atitinkamos panašiųjų trikampių kraštinės yra proporcingos. 
Todėl iš šių trikampių panašumo išplaukia tokie sąryšiai: 

1) AC : AB- AD : AC, arba b:c=b,:b; 

2) BC : AB-DB : BC, arba a:c=a,:a; 

3) CD : AD-DB : CD, arba h:b,=a,:h. 

Juos galima perrašyti taip: 1) b?=c-b,; 2) a?-c.a,; 3) h?za,.b,. 


Apibrėžimas. Atkarpa, kurios ilgis x, vadinama atkarpų, ku- 
rių ilgiai m ir n, geometriniu vidurkiu, kai 

m:x-x:n,arba x?-mn. 

Taigi gautus sąryšius galima apibūdinti taip: 

1) stačiojo trikampio statinis yra įžambinės ir to statinio pro- 

jekcijos įžambinėje geometrinis vidurkis; 

2) stačiojo trikampio aukštinė, nubrėžta iš stačiojo kampo viršū- 

nės, yra statinių projekcijų įžambinėje geometrinis vidurkis. 

Sudėję lygybes b?=c-b, ir a?=c-a,, gauname a? +b?’ = cla, +b,)= 
-0mg, 

Tai garsioji Pitagoro teorema, teigianti, kad staciojo trikam- 
pio įžambinės ilgio kvadratas lygus statinių ilgių kvadratų 
sumai. 

Teisinga ir atvirkštinė teorema: jei c? 2 a? +b?, tai trikampis, ku- 
rio kraštinės lygios a, b ir c, yra statusis. 


= 1 pavyzdys. Atkarpų ilgiai m ir n. Nubrėžkime atkarpą, ku- 
rios ilgis /mn . 

Sprendimas. mn pažymėkime raide x. Tuomet x?=mn. 

Vadinasi, ieškomoji atkarpa yra duotųjų atkarpų geometrinis 
vidurkis. Prisiminę sąryšį h?=a,-b,, suvokiame, kad ieškomoji at- 
karpa turi būti stačiojo trikampio aukštinė, o to trikampio statinių 
projekcijos įžambinėje lygios m ir n. 

Vienoje tiesėje atidedame atkarpas, kurių ilgiai m ir n 
(13.46 pav.), ir, atkarpą AB laikydami skersmeniu, brėžiame ap- 
skritimą. Iš taško D brėžiame statmenij iki jo susikirtimo su apskri- 


€ 
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timo lanku taške C. Atkarpa CD - ieško- B 
moji. 18 tikruju, AACB yra statusis, nes 
kampas ACB remiasi j apskritimo skers- 
menj. Todėl CD?=mn, CD= Jmn . A 


2 pavyzdys. Iš trikampio ABC sta- 
čiojo kampo viršūnės C nubrėžta aukštinė 
CD. Taškas D nutolęs nuo statinio AC 
3 cm atstumu, o nuo statinio BC — 4cm B, D 
atstumu (13.47 pav.). Apskaičiuokite stati- 
nių ilgius. 

Sprendimas. Iš sąlygos aišku, kad 
B,D||AC ir A,D||BC. Todėl B,DA,C - sta- € A, A 
čiakampis ir B,C=DA,=3, A,C- B,D-4. 
Kadangi DA, - stačiojo trikampio CDA 13.47 pav. 
aukštinė, tai 

DA? -CA,. AA. 
AC pažymėję raide x, o A,A — (x — 4), iš šios lygybės gauname 


= Al 4 dE čia x-6i. Analogiškai BC -8i. A 


Pratimai 

13.42. Stačiojo trikampio statiniai sutinka kaip 3 : 2, o aukšti- 
nė dalija įžambinę į atkarpas, kurių viena yra 2 m ilgesnė už kita. 
Apskaičiuokite įžambinės ilgį. 

13.43. Stačiojo trikampio aukštinė, kurios ilgis 4 cm, nubrėžta 
į įžambinę ir dalija ją į dvi atkarpas. Šių atkarpų ilgių skirtumas 
lygus 6 cm. Raskite trikampio statinių ilgius. 

13.44. Statmuo, nuleistas iš apskritimo taško į skersmenį, da- 
lija jį į atkarpas, kurių ilgių skirtumas lygus 18 cm. Statmens ilgis 
— 12 cm. Apskaičiuokite skersmens ilgį. 

13.45. Dvi lygiagrečias apskritimo liestines kerta trečioji lies- 
tinė. Įrodykite, kad apskritimo spindulys yra trečiosios liestinės at- 
karpų geometrinis vidurkis. 

13.46. Jei du skrituliai liečiasi iš išorės, tai jų bendros išorinės 
liestinės atkarpa, apribota lietimosi taškų, yra skritulių skersmenų 
geometrinis vidurkis. Įrodykite. 

13.47. Stačiojo trikampio statinių projekcijos įžambinėje telis 
p ir g. Apskaičiuokite trikampio plotą. 

13.48. Stačiojo trikampio statinių projekcijos įžambinėje lygios 
9 m ir 16 m. Apskaičiuokite: 

1) trikampio aukštinę; 

2) į trikampį įbrėžto skritulio plotą. 
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13.49. Trikampio pagrindas lygus 36 cm. Tiesė, lygiagreti su 
pagrindu, dalija šį trikampį į dvi lygiaplotes dalis. Raskite tiesės 
atkarpos, esančios tarp trikampio kraštinių, ilgį. 

13.50. Stačiojo trikampio perimetras yra 60 cm, o aukštinė, nu- 
brėžta į įžambinę, lygi 12 cm. Apskaičiuokite trikampio kraštines. 


13.6. APSKRITIMO STYGOS IR LIESTINĖS 


Išvardysime apskritimo stygų ir liestinių savybes. 


1. Apskritimo skersmuo, statmenas stygai, dalija ją pusiau 
(13.48 pav.): kai OC. LAB, tai AM = MB. 


O 


13.48 pav. 13.49 pav. 


2. Apskritimo liestinė yra statmena spinduliui, nubrėžtam per 
lietimosi tašką (13.49 pav.) kai AB - apskritimo liestinė, tai 
OB.LAB. 


3. Apskritimo liestinių, nubrėžtų iš vieno taško (13.50 pav.), at- 
karpos yra lygios. Liestinės su tiese, einančia per šį tašką ir apskri- 
timo centrą, sudaro lygius kampus. Taigi AC=CB, Z1-72. 


4. Apie apskritimą apibrėžto keturkampio (13.51 pav.) priešin- 
gųjų kraštinių ilgių sumos yra lygios: AB+CD=AD+ BC. 


L Y-J 


13.50 pav. 13.51 pav. 
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A gs 
hs 
D 
C 
C D 
E 
13.52 pav. 13.53 pav. 


13.52 paveiksle pavaizduoti du kampai: 4AOB vadinamas cent- 
riniu, jo viršūnė — apskritimo centras O; Z CDE vadinamas įbrėž- 
tiniu, jo viršūnė — apskritimo taškas D. 

Centrinis kampas matuojamas lanku, į kurį jis remiasi; įbrėž- 
tinis kampas matuojamas puse lanko, į kurį jis remiasi. 


Taigi ZAOB=UAB, ZCDE = JUCE , 


1 pavyzdys. Taškas O - apskritimo centras (13.53 pav.). 
Kam lygus kampas x, kai œ= 110°? 

A 205; B 70°; C 557; D 305 E 45". 

Sprendimas. Kadangi a= 110^, tai UADC - 220*. Lankas AD su- 
daro apskritimo pusę, todėl UAD - 180". Vadinasi UCD - 220? - 


—180*=40". Tuomet x = 3 UCD =20°. 


Teisingas A atsakymas. A 
13.54 — 13.58 paveiksluose pavaizduoti dar keli kampai, susieti 


su apskritimu: kampas tarp stygos ir liestinés Z1= 3 uv AC 
(13.54 pav); kampas tarp stygų 42= S (UCB +UAD) (13.55 pav); 


kampas tarp kirstinių Z3-— S(UBC- UDE) (13.56 pav); kampas 


ou 


Miis pav. 13.55 pav. 
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Z4=Ž(UBD-UBC) (13.57 
pav); kampas tarp liestinių 
Z5=Ž(UBDC-UBEC) (13.58 
pav.). 


2 pavyzdys (VBE, 2003). 
Spinduliai AB ir AC liečia apskri- 
timą atitinkamai taškuose B ir C 
(13.59 pav.). Taškas O yra apskri- 
timo centras, D — apskritimo 
taškas, ZBAC=30". Kam lygus 
Z BDC? 

A305; B 45°; C 60“; 

D 755 E 150°. 

Sprendimas. Kadangi Z BDC 


—  ¡bréztinis, tai  ZBDC- 
= iu BEC. ZBAC - kampas 
tarp liestinių, todėl ZBAC= 
=5(UBDC-UBEC); iš čia 
30° = (U.BDC -UBEC). 

Taigi 

oBDC-OoBEC =60*. (1) 


Kita vertus, šie du lankai su- 
daro apskritimą, todėl 


UBDC +UBEC = 360" . (2) 


PLANIMETRIJA 


13.58 pav. 
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Norėdami rasti Z BDC, turime rasti UBEC. Iš (2) lygybės at- 
imame (1) ir gauname 
20BEC =300* > UBEC =150" . 


Vadinasi, ¿BDC = 30 BEC = 78". 

Teisingas yra D atsakymas. 

Skaitytojui siūlome šį uždavinį išspręsti pasiremiant įbrėžtinio 
kampo ir kampo tarp liestinės ir stygos didumo formulėmis. A 

Pratimai 

13.51 (VBE, pakartotinė sesija, 2002). Kai Z MON =60° 
(13.60 pav), tai Z MAN = 

A 205; B 30"; C 455; D 60%; E 90*. 

13.52. AC - apskritimo liestiné (13.61 pav), O — apskritimo 


centras. Apskaičiuokite Z DCE, kai ZACB -50*. 
13.53. Pagal 13.62 paveiksle pateiktus duomenis raskite x. 


13.62 pav. 
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A 
A 
m 
13.54. AB — apskritimo liestine, 
O — apskritimo centras (13.63 pav.). 
Raskite ZA ir ZADB, kai 
UBC = 120". 
13.55. FE — apskritimo liestinė 
(13.64 pav), BD|| CE, UBC=90“, 
UCE = 120“. Apskaičiuokite Z1, 42, 13.64 pav. 
Z3; Z4. 


13.7. PROPORCINGOSIOS SKRITULIO LINIJOS 


Pasinaudoję trikampių panašumu, įrodysime dvi teoremas, ku- 
rios dažnai taikomos sprendžiant uždavinius. Pirmoji jų vadinama 
teorema apie susikertančias stygas. 


1 teorema. Jei per tašką M skritulio viduje nubrėžtos dvi sty- 
gos AB ir CD (13.65 pav.), tai 


AM-MB=CM-MD. 


Kadangi įbrėžtiniai kampai ACD ir ABD remiasi į ta patį lanką 
AD, jie yra vienodo didumo. Analogiškai Z CAB = Z CDB. Trikam- 
piai ACM ir MBD panašūs, nes turi po du lygius kampus. Todėl 
CM: MB-AM : MD; iš čia AM-MB=CM -MD. 
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Antroji teorema vadinama teorema apie liestine ir kirstine. 


2 teorema. Tarkime, kad iš taško M nubrėžtos apskritimo lies- 
tinė MA ir kirstinė MC, kertanti apskritimą taškuose B ir C 


(13.66 pav.). Tuomet 


MA? - MB-MC. 


Z BAM = ZACB, nes abu kampai lygūs LAB. Trikampiai j 


MAB ir MAC turi po du lygius kampus (nes kampas AMB yra ben- 
dras), todėl jie panašūs. Iš to išplaukia, kad MA : MC=MB : MA. 


Iš čia 


MA*=MB -MC. 


1 pavyzdys (VBE, 1999). Ap- 
skritimo stygos AB ir CD susikerta 
taške E (13.67 pav.). Jei AE - 8, CE =4, 
BE=3, tai DE = 

A 243 ; B 5; C 6; 

D 7; E 8. 

Sprendimas. Remiantis 1 teorema, 
CE-ED=AE-EB, 4-ED=8-3; iš Cia 
ED=6. Teisingas yra C atsakymas. 


i 2 pavyzdys. Iš taško A nubrėž- 
tos dvi kirstinės AC ir AE (13.68 pav.). 
Raskime DE, jei AB=3, BC-9 ir 
AD=4. 

Sprendimas. Iš taško A nubrėžki- 
me liestinę AM. Tuomet, remiantis 2 
teorema, 
AM? = AB. AC ir AM? - AD. AE ; 
i8 Cia 
AB. AC- AD: AE, 
3.12-4.(4- DE) > DE =5. A 


3 pavyzdys. Apskritimo spindu- 
lys lygus 8 cm. Iš taško M, nutolusio 
nuo apskritimo centro O 10 cm atstu- 
mu (13.69 pav.), nubrėžta kirstinė MC, 
kurios vidinė dalis MB =3 cm. Apskai- 
čiuokime atstumą nuo taško O iki sty- 
gos BC. 

Sprendimas. Kadangi OE LBC, tai 
OE stygą BC dalija pusiau, todėl 
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13.67 pav. 
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BE =EC. Brėžinį papildome nubrézdami OC ir pratesdami MO iki 
taško D. Tuomet, remiantis 2 pavyzdžiu, MA-MD=MB-.MC. Bet 
MA=MO-0A=10-8=2, MD=MA+AD=2+16+18, MC=MB+ 
+BC=3+BC. Gauname lygtį 


2-18=3-(3+ BC); 
iš čia BC =9. Tuomet CE =4,5 ir, remiantis Pitagoro teorema, 


d = JOC -CE? = J} 24,57 = 12 (cm). A 


Pratimai 
13.56. Pagal duomenis, pateiktus 13.70 paveiksle, raskite x. 
6 


6 
e Ey | 
a) b) c) 
3 3 x 
4 x 
p 
d) e) 


13.70 pav. 


13.57. Pagal duomenis, pateiktus 13.71 paveiksle, raskite GF, 
kai DC 26, CB=3, BA=9 ir EA -8. 
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13.58. Iš taško, esančio šalia skritulio, nubrėžta liestinė, kurios 
ilgis lygus a, ir kirstinė. Kirstinės išorinės ir vidinės dalies santykis 
lygus m : n. Raskite kirstinės ilgį. 

13.59. Nubrėžtos dvi susikertančios skritulio stygos. Susikirti- 
mo taškas vieną jų dalija į 8 cm ir 2 cm ilgio atkarpas, o kitą — 
pusiau. Apskaičiuokite antrosios stygos ilgį. 

13.60. Iš taško, esančio šalia apskritimo, nubrėžtos dvi kirsti- 
nės, kurių ilgiai 36 cm ir 30 cm. Antrosios kirstinės išorinės dalies 
ilgis 19,2 cm. Apskaičiuokite pirmosios kirstinės išorinės dalies ilgį. 

13.61. Iš taško, nutolusio nuo apskritimo centro 13 cm, nubrėž- 
ta kirstinė, kurią apskritimas dalija pusiau. Apskritimo spindulys 
lygus 5 cm. Koks kirstinės ilgis? 

13.62. Apskritimo spindulys lygus R. Iš taško A nubrėžtos dvi 
tiesės, liečiančios apskritimą taškuose B ir C. Raskite taisyklingojo 
trikampio ABC plotą. 

13.63. Du apskritimai liečiasi iš vidaus taške Q. Tiesė, einanti 
per mažesniojo apskritimo centrą Q,, kerta didesnįjį apskritimą taš- 
kuose A ir D, o mažesnįjį apskritimą — taškuose B ir C. Raskite 
apskritimų spindulių santykį, kai AB : BC : CD=2: 4 : 3. 


13.8. ĮBRĖŽTINIAI IR APIBRĖŽTINIAI DAUGIAKAMPIAI 


1 apibrėžimas. Apskritimas, kuris liečia visas daugiakampio 
kraštines, vadinamas įbrėžtu į tą daugiakampį. Arba dar sakoma, 
kad daugiakampis yra apibrėžtas apie apskritimą. 


2 apibrėžimas. Apskritimas, kuriam priklauso visos daugia- 
kampio viršūnės, vadinamas apibrėžtu apie tą daugiakampį. Arba 
dar sakoma, kad daugiakampis yra įbrėžtas į apskritimą. 


Į kiekvieną trikampį galima įbrėžti tik vieną apskritimą ir apie 
kiekvieną trikampį galima apibrėžti tik vieną apskritimą. 

Į trikampį įbrėžto apskritimo centras yra to trikampio pusiau- 
kampinių susikirtimo taškas. Šio apskritimo spindulys r apskai- 
čiuojamas pagal formulę 
S 


čia S — trikampio plotas, p — jo — — 

Apie trikampį apibrėžto apskritimo centras yra trikampio kraš- 
tinių vidurio statmenų susikirtimo taškas. 

Apie trikampį apibrėžto apskritimo spindulys apskaičiuojamas 
pagal formulę 


r= 


p-20c. 


4S ' 
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čia a, b, c — trikampio kraštinių ilgiai, S — jo plotas. 

I keturkampi įbrėžti apskritimą ir apie keturkampi apibrėžti 
apskritimą galima tokiomis sąlygomis: 

1. Į keturkampį įbrėžti apskritimą galima tada ir tik tada, kai 
jo priešingų kraštinių ilgių sumos yra lygios. 

2. Apie keturkampį apibrėžti apskritimą galima tada ir tik ta- 
da, kai jo priešingų kampų didumų suma lygi 180“. 

Iš antrojo teiginio aišku, kad apskritimą galima apibrėžti apie 
bet kurį stačiakampį, o apie trapeciją tik tada, kai ji yra lygiašonė. 


3 apibrėžimas. Daugiakampis vadinamas taisyklinguoju, kai 
jo kraštinės ir kampai yra lygūs. 


Paprasčiausi taisyklinguju daugiakampių pavyzdžiai — lygia- 
kraštis trikampis ir kvadratas. 

Taisyklingiesiems daugiakampiams teisingas toks teiginys: apie 
kiekvieną taisyklingąjį daugiakampį galima apibrėžti apskritimą, į 
kiekvieną taisyklingąjį daugiakampį galima įbrėžti apskritimą. Be 
to, įbrėžtinio ir apibrėžtinio apskritimų centrai sutampa. 

# 1 pavyzdys. Lygiakraščio trikampio kraštinės ilgis yra a. 
Raskime į šį trikampį įbrėžto ir apie jį apibrėžto apskritimo spin- 
dulį (13.72 pav.). 

Sprendimas. Abiejų šių apskritimų centrai sutampa ir yra aukš- 
tinių, kartu pusiaukraštinių ir pusiaukampinių susikirtimo taškas. 

2 
Aišku, kad r= BD, R =ŽBD . Kadangi BD = Je - 28, tai 


Priminsime, kad taisyklingojo šešiakampio, įbrėžto į apskriti- 
mą, kurio spindulys R, kraštinės ilgis irgi lygus R. 
B 


AN 
b^ 
LO, 
<< 


13.72 pav. 
19. 289 


sandaugai, padalytai iš ilgio aukštinės, 
nuleistos į trečiąją kraštinę. 

Sprendimas. Trikampio kraštines 
pažymėkime a, b ir c, o aukštinę, nuleis- 
ta ic, — A, (13.73 pav). 

Turime įrodyti, jog apskritimo sker- A 


8 2 pavyzdys. Įrodykime, kad apie 
trikampį apibrėžto apskritimo skersmuo | 
lygus dviejų to trikampio kraštinių ilgių 

e 


13.73 pav. 


smuo 4-9, Pasinaudokime formule 


R= abe . Kadangi S= Seh, , tai 


3 pavyzdys. Irodykime, kad sta- 
čiojo trikampio įžambinės dalių, į kurias 
ją dalija įbrėžtojo apskritimo lietimosi 
taškas (13.74 pav.), ilgių sandauga lygi 
to trikampio plotui. 

Sprendimas. Pažymėkime: AB=c, 

AC=b, CB=a. Turime įrodyti, jog AT 
S .Anc 7 AD -DB. Remiantis liestiniu savy- 

be, AD - AF, DB = EB ir FC - CE. Tuomet 
trikampio ABC pusperimetris p - AD + 
DB+CE, iš čia AD=p-(DB+CE)=p- 
-(EB+CE)=p-BC=p-a. Analogiškai 
DB=p-b. Vadinasi, 


13.75 pav. 


AD-DB =(p-aXp-b=| B+ -a fe*5*5-0)- 


2 2 


1 1 
245 *c-aXa *c-b) - 4 (2ab «c -a*-b), 


bet c?-a? b? ir AD- DB = l.2ab-iab s oss * 
98 Pratimai 
13.64. Keturkampis ABCD įbrėžtas į apskritimą (13.75 pav.). 


Apskaičiuokite lankų DC ir AD didumą, kai ZDAB-110*, 
ZABC -80?, 0 CB - 1107. 
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13.65. Į lygiašonį trikampį ABC, kurio AB=BC=10 cm, įbrėž- 
tas apskritimas. Raskite jo spindulį, kai žinoma, kad aukštinės BD 
ilgis — 8 cm. 

13.66. Lygiašonio trikampio šoninės kraštinės ilgis lygus 8, 
o aukštinės ilgis — 6. Raskite apie šį trikampį apibrėžto apskritimo 
spindulį. 

13.67. Lygiašonio trikampio pagrindo ilgis yra 48 dm, o šoninės 
kraštinės ilgis — 30 dm. Raskite įbrėžtinio ir apibrėžtinio apskriti- 
mų spindulius bei atstumą tarp apskritimų centrų. 

13.68. Lygiašonio trikampio aukštinės ir pagrindo santykis ly- 
gus 3 : 2. Soninės kraštinės ilgis — 10 cm. Raskite apibrėžtinio 
apskritimo spindulį. 

13.69. Įrodykite, kad stačiojo trikampio statinių ilgių suma lygi 
į jį įbrėžto ir apie jį apibrėžto apskritimų skersmenų ilgių sumai. 

13.70. Į statųjį trikampį, kurio vieno statinio ilgis a, įbrėžtas 
apskritimas. Jo spindulys lygus r. Apskaičiuokite kito statinio bei 
įžambinės ilgį. 

13.71. Stačiojo trikampio statinių ilgiai lygūs 3 cm ir 4 cm. 
Raskite atstumą tarp įbrėžtinio ir apibrėžtinio apskritimų centrų. 

13.72. Į lygiašonę trapeciją, kurios pagrindų ilgiai lygūs 9 cm 
ir 5 cm, įbrėžtas skritulys. Raskite jo spindulį. 

13.73. Į stačiąją trapeciją įbrėžtas skritulys. Pagrindams ne- 
statmenos šoninės kraštinės ilgis lygus 13 cm, o pagrindų ilgių skir- 
tumas — 12 cm. Apskaičiuokite skritulio spindulį. 

13.74. Trapecija apibrėžta apie apskritimą. Koks jos vidurinės 
linijos ir perimetro santykis? 

113.75. Į lygiašonę trapeciją, kurios pagrindų ilgiai lygūs 5 cm 
ir 7 cm, įbrėžtas apskritimas. Kam lygus trapecijos įstrižainės ilgis? 


13.9. KOSINUSU IR SINUSŲ TEOREMOS 


Sakykime, AABC - bet koks. Pažymėkime jo kraštinių ilgius 
raidėmis a, b, c, o prieš jas esančių kampų didumus - raidėmis a, 
B, y. Trikampio kraštines ir kampus sieja dvi teoremos: kosinusų 
teorema ir sinusų teorema. 

Kosinusų teorema: 

a? =b? +e -2bccosa, 
b? = a? +c? -2accos, 
c? = a? +b? -2abcos y. 
Sinusų teorema: 
a b c 


sina sinf siny' 
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Be to, kiekvienas toks santykis lygus apie trikampį apibrėžto 
apskritimo skersmeniui 2R: 

a b c _ 

sina sinB siny 


iš čia a=2Rsin a, b=2Rsin B, c=2Rsin y. 


* 1 pavyzdys (VBE, 2000). Duotas kvadratas ir statusis ly- 
giašonis trikampis BEC (BE - EC) (13.76 pav.). Kvadrato kraštinė 
lygi a. Raskite ED. 
J10a . J10a . V2a . V5a . 
w I uc NUS X. 4 
Sprendimas. Pritaikę Pitagoro teoremą, turime BC? = BE? + 


+ EC? > 2EC? -BC? >2EC? =a*; iš čia EC= 4r Trikampiui 


E ^e. 


ECD taikome kosinusu teorema: ED? = EC? +CD? -2EC -CD x 
xcosZ ECD, 


2 
ED? [5] +a? -2.a -cos 135°, 


J2 J2 
2 2 a242 Č.2 _ 50? 
Ri adis MEE NS 


todel ED - ZH = aj = ado . Teisingas yra B atsakymas. 


Siūlome išspręsti šį uždavinį panaudojant Pitagoro teorema. A 


iio 2 pavyzdys (VBE, pakartotinė sesija, 2002). Dvi stebėji- 
mo stotys A ir B (13.77 pav.), esančios viena nuo kitos S km atstu- 
mu, išmatavo oro baliono pakilimo kampus a ir f. 


13.76 pav. 13.77 pav. 
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1. Įrodykime, kad oro baliono pakilimo aukštį A, kai nepaisoma 
Ssinasinp 
sin(B-o) ' 
2. Apskaičiuokime, kokiame aukštyje skrenda balionas, jei 
a=5 B=85*, S=6 km. Atsakymą pateikime dešimčių metrų tiks- 
lumu. Apskaičiuodami laikykime, jog sin 5°= 0,087; sin 80? = 0,985; 
sin 85? = 0,996. 


Zemés islinkimo, galima apskaiciuoti pagal formule h = 


Sprendimas. 1. 13 trikampio BDC turime: a5 =sinĵĝ >h = 
= BDsinp. 
BD rasime iš trikampio ADB, pritaikę sinusų teoremą: 
BD | AB 
sina sinZADB' 
Remiantis priekampio savybe, B=0+ Z ADB, todėl Z ADB - p - o. 
Vadinasi, 


p CES NM 

sina sin(B-a)” 
T . Ssia ..,. . g. Ssinasin p 
iš čia BD = anii) ir PERUAN 4 . 


2. Apskaičiuojame baliono skridimo aukštį: 


6000 -0,087 -0,996 
0,985 
3 pavyzdys. Žvejams paskirtas trikampis 16 km? žvejybos 
plotas ABC (13.78 pav.). Jo matmenys: AC =5 km, BC =8 km, kam- 
pas ACB - bukasis. 

1. Raskime Z ACB kosinuso reikšmę. 

2. Apskaičiuokime 1 m tikslumu kraštinės AB ilgį. 

3. Raskime, per kiek laiko patruliuojantis kateris gali apiplauk- 
ti žvejybos plotą, plaukdamas trikampio ABC kraštinėmis 
pastoviu 60 km/h greičiu. Laiko, per kurį kateris apsisuka 
ties trikampio ABC viršūnėmis, nepaisysime. Apskaičiuoda- 
mi laiką, naudosimės 1 m tikslumu surasta AB ilgio reikš- 
me. Atsakymą pateiksime minučių tikslumu. 


h= =527,829 =530 m. A 
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Sprendimas. 1.  Pritaike trikampio ploto formulę 
S -jAC-BC sina, gauname lygybe 16 -1:5-8:5ina; 


2 
iš čia sina -Ž ir cosa =-y1-sin? a = E is = -i (formuléje 
pasirinktas minuso Zenklas, nes kampas ACB yra bukasis). 
2. Norédami rasti AB, taikome kosinusu teorema: 


AB? = AC? - CB? -2AC -CB -cosa., 
AB? -5 +8? +2:5-8-2 -137, 
AB 24137 «11,705, AB=11 km 705 m. 
3. Laikas t, per kurį kateris apiplauks žvejybos plotą, lygus 


pa 11,705+5+8 _ 24,705 


60 60 =25 min. A 


t 


u Pratimai 

13.76 (MBE, bandomasis egzaminas, 1998). 13.79 paveiksle 
pavaizduota dviejų laivų padėtis prie Klaipėdos švyturio. Laivas A 
nutolęs nuo švyturio 7 km, o laivas B — 10 km atstumu. Kampas 
ACB lygus 30°. Apskaičiuokite atstumą tarp laivų. Atsakymą suap- 
valinkite iki dešimtųjų kilometro dalių. 

13.77. Dviejų trikampio kampų santykis lygus 1 : 2, o prieš 
tuos kampus esančių kraštinių santykis — 1: J3 . Raskite trikam- 
pio kampų didumus. 

13.78. Trikampio ABC plotas lygus 36 cm?, AB=12 cm, 
BC =10 cm, kampas B yra smailusis. Raskite AC. Atsakymą suap- 
valinkite 0,1 cm tikslumu. 


13.79 pav. 
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13.79. Dviejų trikampio kraštinių ilgiai yra 3 ir 4, o kampas 
tarp jų — bukasis. Ar gali trečiosios kraštinės ilgis būti lygus 4,03? 

13.80. Trikampio kraštinės lygios 10, 14 ir 17. Ar toks trikam- 
pis turi bukąjį kampą? 

13.81. Viena trikampio kraštinė lygi 10 cm, o kita — 12 cm. Ju 
sudaromo smailiojo kampo sinuso reikšmė lygi 0,8. Apskaičiuokite 
į tą trikampį įbrėžto ir apie tą trikampį apibrėžto apskritimų spin- 
dulių ilgius. 

13.82. Viena trikampio kraštinė lygi a, o šalia jos esantys kam- 
pai — Ga ir P. 

a? sin asin B 
2sin(a + B) ` 

2. 0,1 m? tikslumu apskaičiuokite ploto reikšmę, kai a=3 m, 
a=22 ir B- 43". 

13.83. Trikampio ABC kampas C - 60?, o kraštinė AB = 431. 
Kraštinėje AC atidėta atkarpa AD =3. Raskite BC, kai BD =24/7 . 

13.84. Trikampio ABC kraštinės AC=5, AB=6 ir BC - 7. Kam- 
po C pusiaukampinė kerta kraštinę AB taške D. Raskite trikampio 
ADC plotą. 

13.85. BD — trikampio ABC aukštinė, AE — kraštinės BC vi- 
durio' taškas, AB =30 cm, BC=26 cm, AC=28 cm. Apskaičiuokite 
apskritimo, apibrėžto apie trikampį BDE, spindulį. 


1. Įrodykite, kad to trikampio plotas S = 


13.86. Įrodykite, kad trikampis yra lygiašonis, kai a =2bc cos y. 

13.87. Įrodykite, kad kiekvienam trikampiui teisingos šios ly- 
gybės: 

1) bccosa  accosB = c? ; 

2) bccosa — accosp =b? -a° ; 

3) (a? -b?):c* = sin(x - D : siny. 

13.88. Raskite kampo & didumą, kai trikampio kraštines sieja 

2_ — ny 
lygybė ELLE (b-cy _ 1. 
bc 

13.89. Lygiašonio trikampio ABC šoninių kraštinių AB ir AC 
ilgiai lygūs b, kampo prie viršūnės A didumas - 2o. Tiesė, einanti 
per viršūnę B ir apie trikampį apibrėžto apskritimo centrą O, kerta 
kraštinę AC taške D. Raskite BD. 

13.90. Stačiojo trikampio statinio ilgis lygus a, smailiojo kam- 
po, esančio prie šio statinio, didumas - o. Raskite įbrėžtinio ir 
apibrėžtinio apskritimų spindulius. 
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14.1. TIESIU IR PLOKSTUMU TARPUSAVIO PADETIS 


Iš stereometrijos aksiomų žinomi du tiesės ir plokštumos tar- 
pusavio padėties atvejai: tiesė yra plokštumoje, kai du skirtingi tos 
tiesės taškai priklauso plokštumai; tiesė susikerta su plokštuma, 
kai jos turi tik vieną bendrą tašką. Įrodoma, kad galimas ir trečias 
atvejis, kai tiesė ir plokštuma neturi bendro taško. 


1 apibrėžimas. Tiesė ir plokštuma vadinamos lygiagrečiomis, 
kai jos neturi bendro taško arba tiesė yra plokštumoje. 


Teisingas toks tiesės ir plokštumos lygiagretumo požymis: 


1 teorema. Jei tiesė lygiagreti tiesei, esančiai plokštumoje, tai 
ta tiesė ir plokštuma yra lygiagrečios. 


Teisingas ir atvirkščias teiginys: 
2 teorema. Jei plokštuma eina per tiesę, lygiagrečią kitai plokš- 


tumai, ir kerta tą plokštumą, tai plokštumų sankirtos linija yra 
lygiagreti tai tiesei. 


"B 1 pavyzdys. Per piramidės ABCD (14.1 pav.) briaunų AD ir 
BD vidurio taškus M ir N nubrėžta plokštuma o, lygiagreti briau- 
nai CD. Nubraižykime šios plokštumos ir piramidės sienų sankirtos 
linijas ir apskaičiuokime jų atkarpų NO, PO, MP ilgius, kai AB=a 
ir CD=b. 
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Sprendimas. Plokštuma ACD eina per tiesę CD, lygiagrečią 
plokštumai o, todėl šių plokštumų sankirtos linija MP turi būti ly- 
giagreti tiesei CD. Analogiškai NQ||CD. Kadangi tiesės MP ir NQ 
eina per briaunų AD ir BD vidurio taškus ir yra lygiagrečios CD, 
tai MP ir NQ — trikampių ADC ir CDB vidurinės linijos, todėl 
MP - NQ- zd = b . Atkarpa PQ — trikampio ABC vidurinė linija, 
taigi PQ = 3 A 

2 apibrėžimas. Dvi plokštumos vadinamos lygiagrečiomis, 
kai jos neturi bendro taško arba sutampa. 

Dviejų plokštumų lygiagretumo požymis yra toks: 

3 teorema. Jei vienos plokštumos dvi susikertančios tiesės yra 
atitinkamai lygiagrečios kitos plokštumos dviem susikertančioms 
tiesėms, tai tos plokštumos yra lygiagrečios. 

Spręsdami uždavinius, dažnai remiamės tokiu teiginiu: 

4 teorema. Kai dvi lygiagrečias plokštumas kerta trečioji plokš- 
tuma, tai jų susikirtimo linijos yra lygiagrečios. 

2 pavyzdys (VBE, 2001). Kubo ABCDA,B,C,D, (14.2 pav.) 
kraštinė lygi 2 cm. Sį kubą kertant plokštuma, einančia per viršū- 
nes B, ir D bei briaunų AB ir D,C vidurio taškus P ir K, gaunamas 
keturkampis PB,KD. Apskaičiuokime gautojo keturkampio plotą. 


C 


D 
14.2 pav. 


Sprendimas. Kadangi atkarpos PB, ir DK gautos perkirtus dvi 
lygiagrečias plokštumas trečiąja, tai PB,||DK. Analogiškai B,K ||PD. 
Vadinasi, keturkampis PB,DK  - lygiagretainis. Kadangi 
APB,B-AB,KC (pagal dvi kraštines ir kampą tarp jų), tai 
PB, - B,K. Taigi keturkampis PB,KD — rombas. Žinome, kad rombo 
plotas lygus jo įstrižainių ilgių sandaugos pusei: 


S-jBD.PK. 
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B,D yra kubo įstrižainė, todėl B,D = 42? +2? +2? 2248 . Randame 
PD = VAP? + AD? = 41? +2? = J5 . Tuomet, remiantis lygiagretainio 
įstrižainių savybe, PK? + B,D? =4-PD*:iš čia PK = 420-12 = 242 . 


S = 2-2/3.2/2 = 246 (cm). A 


3 apibrėžimas. Tiesė ir plokštuma vadinamos statmenomis, 
kai tiesė yra statmena kiekvienai tiesei, esančiai plokštumoje. 


Teisingas toks tiesės ir plokštumos statmenumo požymis: 


5 teorema. Jeigu tiesė statmena kiekvienai iš dviejų susikertan- 
čių tiesių, esančių plokštumoje, tai tiesė ir plokštuma yra statmenos. 


Spręsdami uždavinius, dažnai taikome vadinamąją trijų stat- 
menų teoremą. 


6 teorema. Plokšiumoje esanti tiesė yra statmena pasvirajai 
tada ir tik tada, kai ta tiesė statmena pasvirosios projekcijai. 


Šios teoremos formuluotėje panaudota jungtis „tada ir tik tada“ 
reiškia, jog yra teisingos dvi teoremos — tiesioginė ir atvirkštinė. 
" 3 pavyzdys. Įrodykime, kad kubo ABCDA,B,C,D, įstrižainė 
BD, yra statmena plokštumai AB,C (14.3 pav.). 

Sprendimas. Tiesė BD yra pasvirosios BD, projekcija plokštu- 
moje ABCD, nes D,DLABCD. Kadangi siena ABCD - kvadratas, 
tai jo įstrižainės yra statmenos: AC. LBD. Taigi AC yra statmena 
pasvirosios BD, projekcijai BD, todėl, taikydami trijų statmenų te- 
oremą, gauname AC.LBD,. Analogiškai įrodytume, kad AB, LBD,. 
Vadinasi, tiesė BD, yra statmena dviem susikertančioms tiesėms 
AC ir AB,, esančioms plokštumoje AB,C. Tuomet, pritaikę 5 teore- 
mą, gauname, kad BD, 1AB.C. A 
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5 4 pavyzdys (VBE, pakartotinė sesija, 2002). Stačiakampio 
ABCD (14.4 pav.) kraštinės AB=a ir AD=b. Per tašką A nubrėžta 
tiesė l, nesanti jo plokštumoje. Si tiesė su stačiakampio kraštinėmis 
AB ir AD sudaro lygius kampus. F, — tiesės | taško F projekcija 
stačiakampio ABCD plokštumoje, F,H.LAD, F,G_LAB. 
1. Įrodykime, kad F,G=F,H. 
2. Įrodykime, kad AF, - kampo BAD pusiaukampine. 
3. Panaudodami trikampio kampo pusiaukampinės savybę, nu- 
sakomą sąryšiu MB : MD =a : b, apskaičiuokime MB ir MD 
ilgius. 


Sprendimas. 1. Nubrėžiame atkarpas FH ir FG. Kadangi F,H 
yra FH projekcija ir F HLAD, tai, remiantis trijų statmenų teore- 
ma, FH L AD. Analogiškai FG.LAB. Trikampiai AFH ir AFG yra sta- 
tieji, turi tą pačią įžambinę ir lygius kampus FAH ir FAG, todėl jie 
yra lygūs. Iš čia gauname, kad FH =FG ir F,H - F4G (lygių pasvi- 
rųjų projekcijos yra lygios). 

2. Kadangi F,H - F,G ir AH-AG, tai AHAF = ARAG. Todėl 
ZHAF, = ZF, AG , taigi AF, — pusiaukampinė. 

3. Trikampiui ADB  pritaike Pitagoro teorema, turime 
DB = 4a? «b? . Pažymėkime: MD =x, MB - Ja? +b? -x. 


Tuomet 
va +b -x a. 
" x b’ 
iš čia 
2 2 2 2 
„6 Ja? +b ir E iB r4 va? +b 
a+b a+b 
Vadinasi, 
2 2 
MD bva th , MB maso A 
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Pratimai 

14.1. Iš taško M, esančio šalia dviejų lygiagrečių plokštumų, 
nubrėžtos dvi tiesės, kurios kerta plokštumas atitinkamai taškuose 
A, B ir A,, B,. Apskaičiuokite AA,, kai BB,=28 cm ir MA:AB=5:2. 

14.2. Taškai M ir N priklauso kubo ABCDA,B,C,D, briaunoms 
AA, ir BB,. Beto, AM: MA,-1:2ir BN : NB,=2: 1. Kubo briaunos 
ilgis lygus a. Per taškus M ir N nubrėžta plokštuma, lygiagreti 
briaunai AD. Apskaičiuokite gauto pjūvio perimetrą. 

14.3. Taškas A nutolęs nuo plokštumos 12 cm. Raskite pasviro- 
sios AB projekcijos ilgį, kai AB=37 cm. 

14.4 (VBE, 1999). Taškas E yra šalia plokštumos a (14.5 pav.), 
o taškai C, F ir D — plokštumoje a. Duota, kad EF1CF, CE=DE=5, 
CF=3, ZFCD = Z FDC =30“. 


1. Įrodykite, kad trikampio CFD plotas S = 2m 

2. Įrodykite, kad atkarpa EF statmena plokštumai a. 

3. Apskaičiuokite piramidės CDEF tūrį. 

14.5. Stačiakampio kraštinių ilgiai lygūs 9 cm ir 8 cm. Iš jo 
viršūnės į stačiakampio plokštumą nubrėžtas 12 cm ilgio statmuo. 
Raskite atstumus nuo statmens galo iki stačiakampio viršūnių. 

14.6. Stačiojo trikampio ABC statiniai lygūs 12 cm ir 16 cm. Iš 
stačiojo kampo viršūnės C į trikampio plokštumą nubrėžtas 28 cm 
ilgio statmuo CM. Raskite taško M atstumą nuo įžambinės. 

14.7. Iš stačiakampio ABCD viršūnės A iškeltas statmuo jo 
plokštumai. To statmens galas M, nepriklausantis stačiakampio 
plokštumai, sujungtas su taškais B, C ir D. 

1. Įrodykite, kad trikampiai MBC ir MDC yra statieji. 

2. Raskite stačiakampio kraštinių AB ir BC ilgių santykį, jei 

trikampiai MBC ir MDC yra lygiapločiai. 


E 


14.5 pav. 
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14.8. Iš atkarpos AB, nesančios plokštumoje o, galų į šią plokš- 
tumą nubrėžti statmenys AC ir BD. Apskaičiuokite atkarpos AB 
projekcijos ilgį plokštumoje a, kai AB=26 cm, AC=32 cm ir 
BD=22 cm. 

14.9. Taisyklingoje keturkampėje prizmėje ABCDA,B,C,D, iš 
viršūnės B, į plokštumą AD,C nubrėžtas statmuo B,M. Raskite B,M, 
kai AB=a, AA,=b. 

14.10. Į ritinį, kurio aukštinė BE=2 m, o pagrindo spindulys 
lygus 3 m, įbrėžtas kvadratas ABCD (14.6 pav.). Raskite kvadrato 
kraštinę. 


14.2. DVISIENIAI KAMPAI 


1 apibrėžimas. Dvisieniu kampu vadinama figūra, sudaryta 
iš dviejų pusplokštumių œ ir B, kurias riboja ta pati tiesė MN 
(14.7 pav.). 

Pusplokštumės a ir B vadinamos kampo sienomis, tiesė MN — 
kampo briauna. 

Dvisienį kampą žymėsime Z MN. 

2 apibrėžimas. Dvisienio kampo ir plokštumos, statmenos jo 
briaunai, sankirta vadinama dvisienio kampo tiesiniu kampu 
(14.8 pav.). Taigi 
ZABC=11ZMN (yLZ MN). 


Dvisienio kampo tiesini kampa galime gauti taip: paZymime 
bet kurį briaunos MN tašką B ir iš jo skirtingose dvisienio kampo 
sienose a ir B nubrėžiame du statmenis briaunai MN. 


3 apibrėžimas. Dvisienio kampo didumu vadinamas jo tie- 
sinio kampo didumas: 


M, 


14.7 pav. 
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D 


C 
14.9 pav. 14.10 pav. 


1 pavyzdys. Raskime dvisienio kampo, kurj sudaro taisyk- 
lingojo tetraedro sienos, diduma. 

Sprendimas. Rasime dvisienio kampo 4AC diduma (14.9 pav.). 
Pirmiausia nubré&ime jo tiesinj kampa. Sakykime, SO - tetraedro 
aukštinė, SD — sienos ASC aukštinė. Tuomet DO - aukštinės SD 
projekcija plokštumoje ABC. Kadangi SD LAC, tai, pagal trijų stat- 
menų teoremą, BD_LAC. Vadinasi, Z SDB - dvisienio kampo ZAC 
tiesinis kampas. Kadangi tetraedras yra taisyklingasis, tai SD = BD 


ir DO = BD „Tuomet 


DO 1 : 1 
= —= == t 1 = E 
cos Z SDB SD^3' odel ZSDB - arccos 3 A 
2 pavyzdys (Bandomasis egzaminas, 1998). Stačiojo tri- 
kampio ABC statiniai AC=6 cm ir BC =8 cm. Per šio trikampio 
įžambinę nubrėžta plokštuma a (14.10 pav.) sudaro su trikampio 
plokštuma 60? dvisienį kampą. 


1. Žinoma, kad CD_La ir CFLAB. Įrodykime, jog Z CFD - 60*. 


2. Įrodykime, kad CF -42 cm. 

3. Žinodami, kad Z CFD =60° ir CF = 42 cm, apskaičiuokime 
atstumą nuo taško C iki plokštumos a. 

Sprendimas. 1. Kadangi CD.La, tai DF yra CF projekcija. Pagal 
sąlygą ABLCF, tai, remiantis trijų statmenų teorema, AB. LDF. Tuo- 
met Z CFD - dvisienio kampo, kurį sudaro trikampio ABC plokštu- 
ma su plokštuma a, tiesinis kampas, todėl Z CFD =60“. 

2. Pagal Pitagoro teorema, AB? =AC?+ BC?; iš čia AB=10 cm. 

Trikampio ACB plotą galima apskaičiuoti pagal formules 


S-ŽAB-CF ir S -lAC.CB. 
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Vadinasi, SAB «CF - 3AC.CB; 
T AC.CB 6:8 ,4 
iš čia CF = AB “10 =4< cm. 
3. Atstumas nuo taško C iki plokštumos a lygus CD. 
T wc 
Kadangi cr 7Sin60 , tai CD=4> 2^ g m. A 


3 pavyzdys. Du lygūs kvadratai turi bendrą kraštinę, o jų 
plokštumos sudaro dvisienį kampą, kurio didumas œ. Iš bendros 
viršūnės kiekviename kvadrate nubrėžtos įstrižainės (14.11 pav.). 
Raskime kampą tarp šių įstrižainių. 


14.11 pav. 


Sprendimas. ZB,AB - tiesinis dvisienio kampo AD kampas, 
nes BALAD ir B,ALAD, todėl Z BjAB - a. Kadangi B,A - BA, tai 


AB,AB - lygiašonis ir ZAB,B = Z ABB, = 1200 =90"-2. Pa- 


Zymékime B,A=AB=a ir trikampiui B,AB pritaikykime sinusų 
teorema: 


B,B Ez a s; 
Smo sin 90° E) 


DOE 2 X 7 
iš čia B,B = 2asin> . 


Trikampiui BB,D pritaikykime kosinusu teorema: 
BB, = B,D? + BD? -2B,D - BD - cos Z BDB, . 
Kadangi — B,D-BD-ad2, tai 4a sin? 2 = 2a? 429? — 
—4a?cosZ BDB,. Suprastine abi lygybės puses i$ 4a?, gauname 
20 


sin? 5 =1-cos 4BDB, — cos Z BDB, =1-sin* Š = cos > 


Iš čia ZBDB, = arccns[ cos JI A 
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Pratimai 

14.11 (Bandomasis egzaminas, 1998). Staciojo trikampio 
ABC statiniai AC = 10 cm ir BC =24 cm. Per šio trikampio įžambinę 
nubrėžta plokštuma o sudaro su trikampio plokštuma 30? kampą. 

1. Žinoma, kad CF. Lo ir CD. LAB. Įrodykite, jog < CDF =30“. 

2. Įrodykite, kad CD = 95 em. 

3. Žinodami, kad Z CDF -30? ir CD = 9% cm, apskaiciuokite 

atstumą nuo taško C iki plokštumos a. 

14.12. Per stačiojo lygiašonio trikampio įžambinę nubrėžta 
plokštuma o, kuri su trikampio plokštuma sudaro 30? kampą. Ras- 
kite stačiojo kampo viršūnės atstumą iki plokštumos o, kai įžambi- 
nės ilgis lygus 40 cm. 

14.13. Du lygiašoniai trikampiai turi bendrą pagrindą, kurio 
ilgis 16 cm, o jų plokštumos sudaro 60? kampą. Vieno trikampio 
šoninės kraštinės ilgis lygus 17 cm, o kito trikampio šoninės kraš- 
tinės statmenos viena kitai. Apskaičiuokite atstumą tarp trikampio 
viršūnių. 

14.14. Lygiakraštis trikampis pasviręs į kvadrato plokštumą 
kampu a. Kvadrato kraštinė lygi trikampio kraštinei. Kokio didumo 
kampą sudaro trikampio šoninė kraštinė su kvadrato plokštuma? 

14.15. Lygiašonio stačiojo trikampio ABC statinis AC yra 
plokštumoje a, o statinis BC sudaro su ja 45” kampą. Kokio didumo 
kampą sudaro įžambinė AB su plokštuma o? 

14.16. Taisyklingosios šešiakampės piramidės SABCDEF 
aukštinės ir pagrindo kraštinės santykis lygus 3 : 4. Kam lygus kam- 
pas tarp plokštumų SBC ir SDC? : 

14.17. Du lygiašoniai trikampiai ABC ir ABD, esantys skirtin- 
gose plokštumose, sudaro smailųjį dvisienį kampą. Tų trikampių 
bendro pagrindo AB ilgis 24 cm, AC = 15 cm, AD=13 cm, atstumas 
tarp viršūnių C ir D lygus 461 . 

1. Apskaičiuokite dvisienio kampo tarp sienų ABC ir ABD 

didumą. 

2. Apskaičiuokite piramidės ABCD tūrį. 


14.3. BRIAUNAINIAI 
1 apibrėžimas. Briaunainis, kurio dvi sienos — lygiagrečiose 
plokštumose esantys n-kampiai, o kitos sienos — lygiagretainiai, va- 


dinamas prizme (14.12 pav.). 
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Prizmės skirstomos į pasvirgsias ir stačiąsias. Pastarųjų $o- 
ninės briaunos statmenos pagrindų plokštumoms. Stačioji prizmė, 
kurios pagrindas yra taisyklingasis daugiakampis, vadinama tai- 
syklingąja prizme. 


2 apibrėžimas. Gretasieniu vadinama prizmė, kurios pagrin- 
das yra lygiagretainis. 

Visos gretasienio įstrižainės susikerta viename taške ir tas 
taškas dalija jas pusiau. 


Gretasienis, kurio šoninės briaunos statmenos pagrindo plokš- 
tumai, vadinamas stačiuoju. Jeigu jo pagrindas yra stačiakampis, 
tai toks gretasienis vadinamas stačiakampiu gretasieniu. Sta- 
čiakampis gretasienis, kurio visi trys matmenys yra lygūs, vadina- 
mas kubu. 

Stačiosios prizmės ir stačiojo gretasienio šoninio paviršiaus plotas 
S, „=P-a, 
o tūris 

V= S pagr" 
čia a — šoninės briaunos ilgis, P — pagrindo perimetras, S 
pagrindo plotas. 


a; 


pagr — 


* 1 pavyzdys. Stačiakampio gretasienio įstrižainė su pagrindo 

plokštuma sudaro kampą a, o su šonine siena — kampą f. Greta- 

sienio aukštinės ilgis lygus H. Apskaičiuokime gretasienio tūrį. 
Sprendimas. ZBDB, pažymėkime raide a, ZAB,D - raide p 

(14.13 pav). Tuomet iš trikampio B,DB gauname BD=Hctga ir 

_H 

~ sing ` 


1 


E, D, 


A, 


B 
14.12 pav. 
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Iš trikampio AB,D, turėdami galvoje, kad 4B, AD - statusis, 


randame AD = B,D -sinf = Hsnp , 0 iš trikampio ABD gauname, 
TI ss. H’sin?’ß 
kad AB= BD - AD = Hagu- ma = 
in 


= H cos! a -sin? B = ZL ect LE, 
sinc sina 2 2 


H |cos20+c0s28  Hcos(a + )cos(a — p) 
1 2 = . 


" sina sina 


Türj apskaiciuojame pagal formule 
V=AB-AD-AA,. 


Atsakymas. H? sin Bycos(a. + B) cos(a — B) E 


sin? a 


3 apibrėžimas. Briaunainis, kurio viena siena yra bet koks 
daugiakampis, o kitos sienos — trikampiai, turintys bendrą viršūnę, 
vadinamas piramide (14.14 pav.). 


Piramidė, kurios pagrindas - taisyklingasis daugiakampis, o 
piramidės viršūnės projekcija — to daugiakampio centras, vadina- 
ma taisyklingąja. Taisyklingosios piramidės šoninės sienos aukš- 
tinė, nubrėžta iš jos viršūnės, vadinama tos piramidės apotema. 
Taisyklingosios piramidės šoninio paviršiaus plotas apskaiciuoja- 
mas pagal formulę 


1 
Son = „P Pon > 
S 
D 
D 
A Q 
A B 
B [6i 
14.14 pav. 14.15 pav. 
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čia P — pagrindo perimetras, h,,, — apotemos ilgis. 
Piramidės pagrindui lygiagreti plokštuma nukerta nuo pirami- 
dės nupjautinę piramidę. Jeigu pastaroji yra taisyklinga, tai jos 


šoninio paviršiaus plotas apskaičiuojamas pagal formulę 


1 
^ -3(H + P, )- haon 5 


čia P,, P, — pagrindų perimetrai, h,,, — nupjautinés piramidės apo- 
temos (šoninės sienos aukštinės) ilgis. 
Bet kurios piramidės tūris apskaičiuojamas pagal formulę 


lg 


ám pagr H5 


čia Sar — pagrindo plotas, H — piramidės aukštinės ilgis. 
Nupjautinės piramidės tūris, kai pagrindų plotai lygūs S, ir S,, 
o aukštinės ilgis — H, apskaičiuojamas pagal formulę 


V= ŠH(S, + 48,8, +8,). 
" 2 pavyzdys. Taisyklingosios trikampės piramidės tūris lygus 
5. Jos šoninė siena su pagrindu sudaro 45° kampą (14.15 pav.). 
Raskime piramidės pagrindo kraštinės ilgį. 

Sprendimas. Kadangi piramidė taisyklingoji, tai aukštinės DE 
pagrindas yra trikampio ABC centras — jo pusiaukraštinių ir kartu 
aukštinių susikirtimo taškas. Taigi EF1AC. Kadangi F — kraštinės 
AC vidurio taškas, tai DF — lygiašonio trikampio ADC pusiaukraš- 
tinė, kartu ir aukštinė, todėl DF 1 AC. Vadinasi, ZDFE - dvisienio 
kampo ZAC tiesinis kampas ir Z DFE = 45°. 

Pažymėkime AC =x. Tuomet 


= à; x? x48 p _xy3 
BF = jx 7 , EF =¿BF == . 


Kadangi Z DFE = 45°, Z DEF - statusis, tai Z FDE = 45°. Vadina- 
si, trikampis DFE - lygiašonis ir DE=EF. Tuomet piramidės tūris 


e 2l.lac.BF.DE-l., 293.208 4 
V=3Sasc DE - 5 9 AC BF -DE=G¿:x 2 MEL d 
3 
Bet pagal salyga v-i, todėl iš lygties Ai gauname x - 2. 


Atsakymas. AC=2. A 


Yra stereometrijos uždavinių, kuriuos galima išspręsti panau- 
dojant vektorius. Išspręsime tokį pavyzdį. 
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3 pavyzdys (VBE, 2000). Duotas kubas ABCDA,B,C,D, , ku- 
rio briauna lygi 1 (14.16 pav.). 


1. Irodykime, kad atstumas nuo viršūnės A iki briaunos D,C, 
vidurio taško E lygus >. 


2. Irodykime, kad piramidés ACB,D, briaunos AC ir B,D, yra 
statmenos. 
3. Apskaiciuokime piramides ACB,D, türj. 


Sprendimas. 1. Parinkime koordinačių sistema taip, kad kubo 
viršūnė A būtų koordinačių pradžia, briauna AD būtų abscisių ašy- 
je, briauna AB - ordinačių ašyje ir briauna AA, — aplikačių ašyje. 
Tuomet taško E (x; y; z) koordinatės bus tokios: x=1, y =5 „z=lir 
AE = fi; 5 1j. Atstumas tarp A ir E yra |AE| , taigi |AE| = 


1 3 
adeat ayy E. 
e 


2. Rasime vektorių AC ir B,D, koordinates. Kadangi žinome 
C(1;1; 0, B,0;1; 1) ir D; 0; D, tai AC -l1; 1; 0}, 
o B,D, =11; —1; 0}. Apskaičiuojame: 

AC BD, =1-1+1-(-1)+0-0=0, 
o tai ir reiškia, kad AC.1B,D,. 


14.16 pav. 14.17 pav. 
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3. Visos piramidės ACB,D, briaunos yra kubo sienų įstrižainės 
ir lygios 42 . Todėl piramidė ACB,D, yra taisyklingasis tetraedras. 
Jis atrodo taip, kaip pavaizduota 14.17 paveiksle. 

Randame: 


o (a 18] -. 16 


DE = [D,F? -EF? = CF? - EF? = k | Ys ] EC 


2 3 
Tuomet 
sl capuc i486 52 1 
V=5-S, DE - 5: 5CF- AB DE 55. J2 273^ 


Pratimai 


14.18. Pasvirosios trikampės prizmės šoninės briaunos ilgis 
lygus 80 cm, statmenojo pjūvio (pjūvio, kuris gaunamas perkirtus 
prizmę plokštuma, statmena šoninėms briaunoms) kraštinės sutin- 
ka kaip 4: 13 : 15, o plotas lygus 384 cm?. Apskaičiuokite prizmės 
šoninio paviršiaus plotą. 

14.19. Stačiojo gretasienio pagrindas — rombas, kurio trum- 
pesnės įstrižainės ilgis d, o smailiojo kampo didumas a. Gretasienio 
aukštinės ilgis lygus Z . Apskaičiuokite viso gretasienio paviršiaus 
plotą. 

14.20. Visų plokščiųjų gretasienio kampų prie vienos viršūnės 
didumai lygūs 45°, o briaunu ilgiai atitinkamai lygūs a, b, c. Ap- 
skaičiuokite gretasienio tūrį. 

14.21. Taisyklingosios šešiakampės prizmės šoninės sienos jstri- 
Zainé, kurios ilgis l, pasvirusi į pagrindo plokštumą kampu o. Kam 
lygus šios prizmės šoninio paviršiaus plotas? 

14.22. Kubo briaunos ilgis lygus a. Raskite atstumą nuo jo vir- 
šūnės iki įstrižainės. 

14.23. Pasvirojo gretasienio pagrindas yra rombas, kurio kraš- 
tinés ilgis 60 cm. Pjüvio, nubrėžto per ilgesniaja pagrindo įstrižainę 
statmenai pagrindui, plotas lygus 72 dmž. Šoninių briaunų ilgis 
80 cm ir jos pasvirusios į pagrindo plokštumą 60? kampu. Koks yra 
trumpesniosios pagrindo įstrižainės ilgis? 

14.24. Stačiojo gretasienio pagrindo kraštinės, kurių ilgiai lygūs 
3 cm ir 4 cm, sudaro 60? kampą. Soninė briauna yra pagrindo kraš- 
tinių geometrinis vidurkis. Raskite gretasienio įstrižainių ilgius. 
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14.25. Taisyklingojo tetraedro tūris lygus V. Raskite jo aukšti- 
nės ilgį. 

14.26. Nupjautinės piramidės tūris — 1720 dmš, jos aukštinės 
ilgis — 20 dm, pagrindų kraštinių santykis — 5 : 8. Apskaičiuokite 
piramidės pagrindų plotus. 

14.27. Taisyklingosios trikampės piramidės šoninės briaunos 
ilgis lygus l, o aukštinės ilgis — A. Kam lygus dvisienis kampas prie 
pagrindo? 

14.28. Žinodami pagrindo kraštinės ilgį a bei šoninės briaunos 
ilgį b, raskite taisyklingosios trikampės, keturkampės, šešiakampės 
piramidės aukštinę. 

14.29. Stačiakampio gretasienio matmenys yra a, b, c; briauna 
c — jo aukštinė. Raskite kampą €, kurį sudaro gretasienio įstrižai- 
nė su jos nekertančia pagrindo įstrižaine. Nurodymas: uždavinį iš- 
spręskite taikydami vektorius. 

14.30. Taškai M ir N yra taisyklingojo tetraedro briaunų AB ir 
CD vidurio taškai, AB=a. 

1. Raskite atkarpos MN ilgį. 

2. Raskite kampą tarp tiesių MN ir BC. 

3. Įrodykite, kad tiesė MN statmena briaunoms AB ir CD. 

Nurodymas: uždavinį išspręskite taikydami vektorius. 


14.4, SUKINIAI 


Figūra, gauta stačiakampį apsukus apie ašį, kurioje yra jo kraš- 
tinė, vadinama ritiniu (14.18 pav.). 
Ritinio šoninio paviršiaus plotas apskaičiuojamas pagal formulę 
Sion 7 21RH, 


14.19 pav. 
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o türis — pagal formule 
V=nRH; 
čia R — pagrindo spindulys, H — aukštinės ilgis. 

1 pavyzdys (VBE, 2000). Drenažo vamzdžio, kurio skerspjū- 
vis pavaizduotas 14.19 paveiksle, vidinis skersmuo — 12 cm. Kiek 
vandens nutekės šiuo vamzdžiu per 1 valandą, jei srovės greitis 
lygus 0,4 m/s ir jei vanduo užima pusę vamzdžio skerspjūvio. Lai- 
kykime, kad 1=3,14. Atsakymą reikia pateikti kubiniais metrais 
suapvalinus iki vienetų. 

Sprendimas. Nutekėjusio per 1 valandą vandens kiekį galima 
įsivaizduoti kaip ritinio tūrio pusę. To ritinio pagrindas yra drenažo 


1 
vamzdžio skerspjūvis, kurio plotas S= 3T 6” = 18r cm? = 
= 181.10 * m? , o aukštinė H lygi atstumui, kurį vanduo įveikia per 
1 valanda, todel 
H=0,4-3600 = 1440 m. 
Tuomet nutekéjusio per 1 valanda vandens kiekis lygus 
18-1-10-*-1440 m? =81388,8-10-*= 8,138884 8 m?. A 

2 pavyzdys. ] taisyklingaja trikampe prizme, kurios türis 
pastovus ir lygus V, įbrėžtas ritinys. Raskime mažiausią tokio riti- 
nio viso paviršiaus ploto reikšmę. 


Sprendimas. Prizmės aukštinę pažymėkime H, pagrindo kraš- 
tinės ilgį — a, įbrėžtinio ritinio spindulį — r (14.20 pav.). Žinome, 


kad pa 
6 
2 
todél S - 2nrH + 2nr? a 


ZAS, 
ACAN 


14.20 pav. 
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2 
I$ salygos V = dg randame H = 4V 


a?43 
2 
seas) 


3a 6 


Ieškome šios funkcijos kritinio taško: S“ = | +$) 0, 
a=Y4V . Su šia a reikšme S= nł2V?. 


Atsakymas. TŇ2V? . A 


Figūra, gauta statuji trikampį apsukus apie asi, kurioje yra jo 
statinis, vadinama kūgiu (14.21 pav.). 


Kūgio šoninio paviršiaus plotas apskaičiuojamas pagal formulę 
Sn = TRL, 


o tūris — pagal formule 
l p 
V-zaRUH.: 
3 : 


čia R — pagrindo spindulys, L - kūgio sudaromosios ilgis, H — 
aukštinės ilgis. 


3 pavyzdys. Į kūgį įbrėžta piramidė SABCD, kurios pagrin- 
das — trapecija ABCD. Raskite kūgio šoninio paviršiaus plotą, kai 
ZBAD=60", BC=6, AD=16 (BC ir AD - trapecijos pagrindai), pi- 
ramidės aukštinės SO ilgis lygus 14. 

Sprendimas. Kadangi trapecija ABCD įbrėžta į skritulį, tai ji, 
kaip jau žinome, yra lygiašonė (14.22 pav.). Todėl Z EDC =60", 
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14 skyrius STEREOMETRIJA 


ED =Ž(AD-BC)=5 ir Dc - ED 
2 cos 60? 
taike kosinusu teorema, randame 
BD? - AB? - AD? - 2 AB -AD -cos 60? = 196; 

iš čia BD - 14. 

Pagrindo spindulys AO yra apskritimo, apibrėžto apie trikampį 
ABD, spindulys R, todėl jį galima apskaičiuoti pagal formulę 

- BD 28 „4 
sin60 JS" 43 * 
Suradę kūgio sudaromosios ilgį AS = VAO? + SO? = B , apskai- 


=10. Iš trikampio ABD, pri- 


čiuojame šoninio paviršiaus plotą 
14 28 392 " 


S. 
" J3 43 3 
Atsakymas. 13021 .A 
Figūra, gauta pusskritulį apsukus apie ašį, kurioje yra jo skers- 


muo, vadinama rutuliu. Jo paviršius vadinamas sfera 
(14.23 pav.). 


14.23 pav. 14.24 pav. 


Sferos plotas apskaičiuojamas pagal formulę 


S = AnR? , 

o rutulio türis — pagal formule 
NU T 
V = 3 TR”; 


čia R — rutulio spindulys. 
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4 pavyzdys. Į rutulį, kurio tūris 443 dm? , įbrėžtas ritinys. 
Sio ritinio sudaromoji i$ rutulio centro matoma 60? kampu. Raski- 
me ritinio tūrį. 

Sprendimas. 14.24 paveiksle pavaizduotas kūno pjūvis. Pažy- 
mékime: OA=R - rutulio spindulys, OB-r - ritinio spindulys, 
AC=H - ritinio aukštinė, ZAOC-60?. Tuomet ritinio tūris 
V, 2 n^ H . Vadinasi, turime rasti r ir H. Iš trikampio AOB turime: 


H 
A : LN a 
g^ 0sZAOB ir R sinZAOB . 


Bet Z AOB =30°, todėl r = Rcos30* = Sa , B = Rsin30° = GR 
© H-R; Taigi 


2 
3 
Va =0*H =1- r ete 


Dydį R? rasime iš rutulio tūrio formulės 


yo Los ps Ve 23.448 348. 


3 4n 4n T 


Tuomet V, = T e = 9 dm’. A 


Pratimai 


14.31 (VBE, 2003). Turime stačiakampio gretasienio formos 
medinę kaladėlę. Jos aukštis lygus 8 cm, o pagrindas — kvadratas, 
kurio kraštinė 10 cm (14.25 pav.). 

1. Apskaičiuokite šio stačiakampio 

gretasienio tūrį. 

2. Kaladėlėje statmenai pagrindui 
išgręžiama ritinio formos skylė. 
Ritinio pagrindo apskritimo spin- 
dulys - r cm. Gautojo kūno 
(kaladėlės su skyle) tūris sudaro 
56% viso stačiakampio gretasie- 
nio tūrio. Apskaičiuokite r, laiky- 

; 99 14.25 pav. 
dami, kad n= 7: 


10 cm 


14.32. Į ritinį įbrėžtas rutulys. Raskite rutulio tūrį, kai ritinio 
tūris lygus 7,5 dmš. 


14.33. Raskite rutulio ir į jį įbrėžto kubo paviršių plotų santykį. 
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14 skyrius STEREOMETRIJA 


14.34. Metalinis ritinys, kurio pagrindo skersmuo 4 cm ir aukš- 
tinė 4 cm, perlydytas į rutulį. Apskaičiuokite šio rutulio spindulį. 


14.35. Kūgio sudaromoji lygi l ir su pagrindo plokštuma sudaro 
60“ kampą. Raskite kūgio tūrį. 


14.36. Į ritinio pagrindą įbrėžtas statusis trikampis, kurio smai- 
liojo kampo didumas lygus 15^, o statinių ilgių skirtumas — 3. Ri- 
tinio ašinis pjūvis yra kvadratas. Raskite ritinio šoninio paviršiaus 
plotą. 


14.37. Į ritinį įbrėžtas stačiakampis gretasienis, kurio 8 cm il- 
gio įstrižainė su mažesniąja šonine siena sudaro 45? kampą. Greta- 
sienio pagrindo įstrižainė su ilgesniąja pagrindo kraštine sudaro 
15” kampą. Kam lygus ritinio tūris? 

14.38. Ritinio ašinio pjūvio įstrižainė d pasvirusi į pagrindą 
kampu o. Raskite ritinio šoninio paviršiaus plotą ir tūrį. 

14.39. Į kūgio pagrindą įbrėžtas kvadratas, kurio kraštinės il- 
gis lygus a. Per kūgio viršūnę ir kvadrato kraštinę išvesta plokštu- 
ma. Gauto trikampio kampas prie viršūnės lygus a. Raskite kūgio 
tūrį ir viso paviršiaus plotą. 


14.40. Kūgio viso paviršiaus plotas lygus T, o sudaromoji pasvi- 
rusi į pagrindo plokštumą kampu a. Raskite kūgio tūrį. 

14.41. Kūgio aukštinė lygi pagrindo spinduliui R. Per viršūnę 
nubraižyta plokštuma, kuri nuo pagrindo apskritimo nukerta 60“ 
lanką. Apskaičiuokite pjūvio plotą. 


14.42. Į kūgį, kurio sudaromoji lygi pagrindo skersmeniui, 
įbrėžtas rutulys. Kūgio sudaromosios ilgis lygus a. Apskaičiuokite 
rutulio tūrį ir paviršiaus plotą. 

14.43. Apie rutulį, kurio spindulys R, apibrėžkite mažiausio tū- 
rio kūgį. 

14.44. Į rutulį, kurio spindulys R, įbrėžkite didžiausio tūrio 
ritinį. 

14.45. Taškai A, B ir C priklauso sferai. Atstumai tarp šių taš- 
kų lygūs 5 cm, 7 cm ir 8 cm. Plokštuma, einanti per šiuos taškus, 


nutolusi nuo rutulio centro 1 cm. Apskaičiuokite sferos spindulį. 


14.46. Kampo tarp kūgio ašies ir sudaromosios didumas lygus 
a. Raskite kūgio ir apie jį apibrėžto rutulio tūrių santykį. 
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PRIEDAS 


2004 m. matematikos valstybinio 
brandos egzamino uzduotis 


PAGRINDINÉ SESIJA 


Kiekvienas teisingai išspręstas 1-7 uždavinys vertinamas 


1 tašku, kitų uždavinių įvertinimo taškai nurodyti po sąlygos 
skliausteliuose. 


Po uždavinių sąlygų pateikiami atsakymai ir tik po jų - 


uždavinių sprendimai. Siūlome patiems pabandyti išspręsti užduotį 
ir, tik nepavykus to padaryti, išnagrinėti pateiktus sprendimus. 


1. Ant kortelių užrašytos šešios raidės A, I, K, L, S, V. Tikimybė, 


kad, atsitiktinai sudėlioję šias korteles vieną šalia kitos, gausime 
žodį VILKAS, lygi 


y = Ax) grafiko eskizas. Liestinė / nubrėžta 
per tašką, kurio abscisė lygi 4. Kuris iš 
žemiau pateiktų teiginių yra klaidingas? 


316 


1 


1. 5. 4. 9 
As B 4; o 720 ” 720 ` 


6 6 
2. Nurodykite teisinga teiginj. 
Funkcija f(x) 2 3.2* 
A monotoniškai mažėja visoje skaičių tiesėje; 
B monotoniškai didėja visoje skaičių tiesėje; 
C yra teigiama su visomis x reikšmėmis, išskyrus x= 0; 
D yra teigiama tik tada, kai x> 0; 
E tenkina sąlygą Ax)=(3-2). 


3. Paveiksle pateiktas funkcijos 


; D 


ouo 


A f'(6)-0; 
B f'4)-1; 
C Kai xe(1; 4), tai f'(x) » 0; 
D Kai xe(4; 6), tai f'(x) « 0; 
E Kai xe(6; 8), tai f'(x) «0. 


Priedas 


4. Nurodykite teisingą teiginį. 

A [3; 5)U[5; +0)=[3; +00); B [3; 5115; +0)= [5]; 

C (-o; 3)UI3; 5)=(-oo; 3); D [3; 5)(Y(5; +0)=[3; +00); 
E (-o; 3)flI3; 5)=(-0o; 5). 

5. Kai 1, I|}, AB -3, tai x= 

A 4 sin 60“; A B I, 
B 4 cos 60°; 120° 

C 4 cos 120"; 

D 5; 

E 3. 60° 


6. Nelygybės l, 1 sprendiniu aibé yra 
A [0; +00); 

B (1; +00); 

€ (0; 1); 

D (-%; 0)U(1; +00); 

E (—-o; O]U[1; +00). 


7. Paveiksle pavaizduoti vektoriai. Ju skaliariné sandauga lygi: 


A -4; B 0; C 4; D 6; E 8. 
8. Apskaičiuokite reiškinio (a -Va + 1)(a *Na + 1)(a -1) reikš- 
me, kai a - 35. (2 ta&kai) 


9. Turistai 50% kelio nuvažiavo traukiniu, 40% likusio kelio — 
autobusu. Kiek procentų kelio turistams liko įveikti pėsčiomis? 


(3 taškai) 
10. Raskite funkcijų y-log, x ir y=5-log,(x+4) grafikų 
susikirtimo taško ordinatę. (4 taškai) 


11. Trys skaičiai b,=1, b, b, yra mažėjančios geometrinės 
progresijos nariai. Skaičiai 3b,, 4b,, 4b, yra vienas po kito einantys 
aritmetinės progresijos nariai. Raskite geometrinės progresijos 


vardiklį. (4 taškai) 


12. Sauluvos valstybėje automobilio registracijos numerį sudaro 
penki ženklai: pirmieji du - lotynų abėcėlės raidės, kurios 
parenkamos iš 22 raidžių, kiti trys — skaitmenys, kurie parenkami 
iš skaitmenų 2, 4, 6, 8. Skaitmenų rinkinys, sudarytas iš trijų 
vienodų skaitmenų (pavyzdžiui, 222, 444), nenaudojamas, kad 
nebūtų išskirtinių numerių. Kiek registracijos numerių galima 
sudaryti Sauluvos valstybėje? (3 taškai) 
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13. Trikampio ABC plotas lygus 36 cm?, AB=6 cm, BC=13 cm, 
kampas B yra bukasis. Apskaiciuokite AC. (4 taškai) 


14. Tetraedro ABCD visos briaunos lygios 2. Taškai S ir R 
atitinkamai yra briaunų AB ir CD vidurio taškai. 
1. Įrodykite, kad RS LCD. (2 taškai) 
2. Apskaičiuokite RS ilgį. (2 taškai) 
15. Duota funkcija x)= -2x +4. 
1. Raskite funkcijos f(x) tą pirmykštę funkciją, kurios grafikas 
eina per tašką (2; 1). 
2. Apskaičiuokite kreivinės trapecijos, kurią riboja gautosios 
pirmykštės funkcijos grafikas bei ašis Ox, plotą. 
(3 taškai) 
16. 1. Įrodykite, kad 2 cos 2x —cos?x = 1—3 sin? x. 
(1 taškas) 
2. Išspręskite lygtį 2 cos 2x — cos? x 2 2 sin x, kai xe[0”; 3609. 
(4 taškai) 
17. Duota funkcija y=x2-4, kai xe(— oo; 0). 
1. Parodykite, kad jos atvirkštinė funkcija yra y 2» -4x +4 , kai 
xe[-4; +00). (2 taškai) 
2. Raskite funkcijos y =—/x +4 grafiko ir pirmojo bei trečiojo 
ketvirčio pusiaukampinės sankirtos taško koordinates. 
(3 taškai) 
18. Pirklys Vakarų uoste už 1500 auksinių monetų pasamdė 
laivą, kuris turi nuplukdyti jo prekes į vietovę, nutolusią nuo 
Vakarų uosto 1000 km atstumu. Su laivo savininku jis sutarė, kad 
šis už kiekvieną kelyje išbūtą valandą grąžins pirkliui po 9 auksines 
monetas. Tariama, kad visą kelią laivas plauks pastoviu greičiu. 
Kai šis greitis lygus v km/h, tai kelio gale laivo savininkas privalo 
komandai išmokėti premiją, lygią 10 v auksinių monetų. Kokiu 
greičiu turi plaukti laivas, kad laivo savininko pelnas būtų 
maksimalus? Kam lygus šis pelnas? (6 taškai) 


2004 m. matematikos pagrindinės sesijos valstybinio 
brandos egzamino užduoties atsakymai 
1. D. 2. B. 3. D. 4. A. 5. E. 6. C. 7. E. 8.4. 9.30%. 10. 2. 


11. g=ž. 12. 29040. 13. J265 cm. 14. 2) 42. 15. 1) -12+4x-3; 


2) ii kv. vnt. 16. 2) a 180°- arcsin Es 270°. 17. 2) LŽ 


3* 3 
1-17 


E 18. 30 km/h; 900 auksiniu monetu. 
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Priedas 


2004 m. matematikos pagrindinės sesijos valstybinio 
brandos egzamino užduoties sprendimai 


1. Iš 6 raidžių A, I, K, L, S, V sudaromi rinkiniai vienas nuo 
kito skiriasi tik raidžių tvarka, todėl jie yra kėliniai. Jų skaičius 
P¿=6!=1-2-3-4-5-6=720. Įvykiui „sudėtas žodis VILKAS“ palan- 
kus tik 1 elementarusis įvykis. Kadangi visų galimų elementariųjų 
įvykių skaičius lygus 720, todėl nagrinėjamo įvykio tikimybė lygi 


1 + 
790 * Teisingas D atsakymas. 


2. Rodiklinė funkcija a*, kai a > 1,yra monotoniškai didėjanti ir 
teigiama visoje skaičių tiesėje, todėl Ax)=3-2* yra monotoniškai 
didėjanti ir teigiama su visomis realiomis x reikšmėmis. Kadangi 
(3.2) 2 38*-2*, tai funkcija Ax)=3-2* netenkina sąlygos f(x) - (3-2y. 
Teisingas B atsakymas. 

3. Atsakymas f’(6)=0 teisingas, nes taške, kurio abscisė x - 6, 
funkcija įgyja maksimumą, todėl tenkinama būtina ekstremumo 
sąlyga. Iš geometrinės išvestinės prasmės žinome, kad f'(4) lygi 
liestinės, nubrėžtos funkcijos grafikui per tašką, kurio abscisė x = 4, 
krypties koeficientui. Kampas, kurį liestinė / sudaro su teigiamaja 
ašies Ox kryptimi, lygus 45°, o tg 45?- 1. Taigi f/(4)- 1. Funkcija 
yra didėjanti intervale (1; 6) ir mažėjanti intervale (6; 8), todėl 
f'(x)>0 intervale (1; 6) ir f'(x)«0 intervale (6; 8). Vadinasi, 
klaidingas yra D atsakyme pateiktas teiginys. 

4. Kadangi 

[3; 5)U[5; +0)=[3; +00); 

[3; 5)(1[5; +0)=0; čia Ø — tuščioji aibė; 
(-%; 3)U(3; 5)=(—a; 5); 

[3; 5N(5; +0)=9; 

(-a; 3)01[3; 5 - 2, 

tai teisingas A atsakymas. 

5. Paveiksle esančio trikampio vidinis kampas 4 B = 60? (vidaus 
priešinių kampų savybė), 4A=60" (gretutinio kampo savybė). 
Trečiasis to trikampio kampas irgi lygus 60” (trikampio vidaus 
kampų sumos savybė). Taigi trikampis yra lygiakraštis ir x = AB =3. 
Teisingas E atsakymas. 

6. Sprendžiame taip: 

Date L-1>00 506) 
x x x 


xz O0. 


x(1-x)20, | x(x-1)<0, 
xz0 


Nelygybę x(x - 1) « 0 išsprendžiame intervalų metodu (žr. pav.). 
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Sprendiniu aibė - intervalas, virš kurio yra minuso ženklas. 
Atsakymas — (0; 1). Taigi teisingas C atsakymas. 
7. Paveiksle pavaizduotų vektorių koordinatės yra (—3; — 1) ir 
(-2; -2). Tuomet jų skaliarinė sandauga lygi 
(-3)-(-2)+(-1)-(-2)=8. 
Teisingas yra E atsakymas. 
8. Taikome greitosios daugybos formules: 


(a-Va +1)(a+ a *1)(a-1)- ((a «1)- Ja )((a «1)* Ja )(a -1) - 


2 
- (e+1 - (Va) (a -1) =(a?+20+1-aXa-1)= 
—-(a? xa * 1Ya -1)2 a? - 1. 
Kai a = /5 , tai a?-1=4. 
Atsakymas. 4. 
Es Visa kelią pažymėkime raide x. Traukiniu turistai nuvažiavo 


x. 2 =0,5x kelio. Likęs P^ yra lygus x — 0,5x 2 0,5x. Autobusu 
turistai nuvažiavo 0,5x.—— -0,2x kelio. Pėsčiomis jiems liko 
3x 


įveikti x — 0,5x — 0,2x = 0,3x, o tai sudaro d 
Atsakymas. 30%. 


10. Išsprendę lygtį log,x = 5 -log,(x +4), rasime grafikų sankir- 
tos taško abscisę. Iš šios lygties turime: 


- 100% = 30% viso kelio. 


log, x= log, SA , 
„a 
x+4” 
x?+4x — 82 - 0. 

Si lygtis turi sprendinius x,=-8, x,=4. Sprendinys x,= -8 
netinka. Randame sankirtos taško ordinate: y -log, 4=2. 

Atsakymas. 2. 

11. Geometrinės progresijos vardiklį pažymėkime raide q. 
Tuomet turėsime tris mažėjančios geometrinės progresijos narius: 
1, q, q?. Trys aritmetinės progresijos nariai bus tokie: 3, 4q, 4g?. 
Pritaikę charakteringąją aritmetinės progresijos savybę, gauname 


lygtį 
3+4g? 
2 > 


44= 

turinčią sprendinius a=3 (netinka, nes pagal salyga la| « 1) ir 
-1 

q» d 2 i 


Atsakymas. 5 s 
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Priedas 


12. Kadangi kiekviena raide, tiek pirmaja, tiek ir antraja, 
galima parinkti 22 búdais, o kiekviena skaitmenj — 4 búdais, tai, 
remiantis kombinatorine daugybos taisykle, galima sudaryti 
22.22.4.4.4-30 976 skirtingų numerių. Nenaudojamu numerių 
Skaicius lygus 22-22-4=1936. Taigi Sauluvos valstybeje galima 
sudaryti 30 976 - 1936 = 29 040 registracijos numerių. 

Atsakymas. 29 040. 

13. Pritaikę trikampio ABC ploto formulę 


S= ŽAB .BC- sinz B, 
randame 


Kadangi ZB - bukasis, tai 


cos Z B = —/1- sin? ZB => 


Toliau taikome kosinusu teorema: 
AC?=AB*+CB?-2AB-CB-.cos ZB, 


AC! ^36. 169- 2-613. (5-265. 


AC= 4265 (cm). 
Atsakymas. 4965 cm. 


14.1. Trikampis DSC (žr. pav.) 
yra lygiašonis, nes DS=SC kaip 
lygių lygiakraščių trikampių 
pusiaukraštinės. RS yra ADSC pu- 
siaukraštinė, nes R — atkarpos CD 
vidurio taškas. Lygiašonio trikampio 
DSC pusiaukraštinė RS kartu yra ir 
aukštinė, todėl RS. LDC. 

14.2. Iš stačiojo trikampio DSB, 
pagal Pitagoro teoremą, turime 
DS?-SB?'-DB? iš čia DS= 
= 42? -1? = J3 . Iš stačiojo trikam- 
pio DSR turime: RS = DS? - DR? - 3-1- 42. 

Atsakymas. RS = 48. 


15.1. Funkcijos f(x)- -2x+4 pirmykštė funkcija yra F(x)- 
= —x?4+4x+C, nes F (x)= -2x+4. Nežinomą konstantos C reikšmę 
rasime iš sąlygos F(x)= 1, kai x=2. Įrašę šias reikšmes į F(x) išraiš- 
ką, turime 


1=-22+4.2+C; 
iš čia C= -3. 
Atsakymas. F(x)= -x*+4x-3. 
21. 321 


15.2. Kadangi -x?+4x-3=0, kai x,=1, x,=3, tai kreivinės 
trapecijos (Zr. pav.) plotas 
3 3 3 
x 1 
S= | +4x-3)dx [5 2x? EJ -la. 


1 


Atsakymas. S= ii kv. vnt. 


16.1. 2 cos 2x — cos? x = 2(cos? x — sin? x) - cos? x = cos? x - 2 sin? x = 
=1-sinžx-2sinžx=1-3 sin? x. 
16.2. Pasinaudoje ka tik jrodyta tapatybe, kairiaja lygties puse 
pakeičiame reiškiniu 1—3 sin? x ir sprendžiame lygtį 
1-3 sin? x=2 sin x, 
3 sin? x+2 sin x-1=0. 
Pažymėję sin x =y, gauname lygtį 3y? + 2y - 1- 0, turinčią spren- 


i, y,= -1 (tinka abu, nes tenkina sąlygą |y| <1). 


I$ sin x= à gauname x,=arcsin 4 arba x,= 180? — arcsin 5 a 
Iš lygties sin x= - 1 gauname x,=270". 


dinius y, = 


Atsakymas. arcsin $ ; 1807 — arcsin $ ; 270°. 


17.1. Iš lygties y=x?-4 gauname x?=y+4, x= +/y+4. Ka- 
dangi xe( —o5; 0), tai x= EY y+4. [rašę vietoj x kintamąjį y, o vietoj 


y - kintamąjį x, turime y= -Jx+4; čia x+420, t.y. 
xe[-4; +00). 

17.2. Kadangi pirmojo ir trečiojo ketvirčio pusiaukampinės 
lygtis yra y=x, tai, norėdami rasti sankirtos taško koordinates, 
sprendžiame lygtį 

—Jx+4 =x. 


Pakėlę abi lygties puses kvadratu, gauname 
x+4=ax?; 
21-47 
a” 


i$ Cia x,= b 


1+417 " 
2 7 
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Priedas 


Kadangi xel- 4; +00), o lygtis -Vx +4 =x turi prasmę, kai x<0, 
tai xe[ — 4; 0). Vadinasi, sprendinys x, > 0 netinka. Kadangi x,el — 4; 
+00), tai šis sprendinys lygčiai tinka. Iš sąlygos y=x randame 


sankirtos taško ordinatę, kuri irgi lygi dedi 


dai (Es J17. 1-417 | 
2 2 
T Js : " .. 1000 
18. Kai laivo greitis lygus v, laivas išbus kelyje T valandų. 


auksinių monetų. 


Laivo savininkas turės pirkliui grąžinti 21900 


Komandai laivo savininkas turės sumokėti 10v monetų. 
Taigi savininko pelnas 


P(o)=1500— 9009. 105, 
Randame 
Pty 3000 
ir sprendžiame lygtį P '(v) - 0: 
20 -10- 0; 


iš čia v = +30 (reikšmė -30 Been. 
Kadangi P '(v) « 0, kai v » 30 ir P (v)>0, kai v « 30, 


max 


P'o) + y sxi 
30 v 


tai taškas v=30 yra maksimumo taškas. Tuomet 
9000 


P(30)= 1500 - ^30 —300 = 900 (auksinių monetų). 


Atsakymas. 3022, 900 auksiniu monetu. 
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"skyrius 


: p 4. 577. 523 
1.1. Iracionalusis. 1.4. 1) —; 2) i 3) 127; 4) 49907 ; 5) 2478' 
1.5. Dž . 2) 89 2 ; 3) 4; 4) 3. 1.6. 15%. 1.7. 1500 Lt. 1.8. 165 Lt. 1.9. 156%. 


1.10. EUR Lt. 1.11. Kredito unija „Pagalba“. 1.12. 8% 1.13. 3 m?, 5 m. 
1.14. 2400 000 Lt, 3600000 Lt. 1.15. 0,36%; 0,33%. 1.16. S- 1,10; 
Š=117; 6-695. 1.17. D. 1.18. 1) 7; 2) 3; 3) 2«45; 4) 3/2-1; 5) 443; 
6) /2 +46 ; 7) 10; 8) 1; 9 6-1,5/2. 1.19. 1) /6-Y3>1; 2 Y4+/2>3; 


1990 [1989 
5| 5 
3) $1992 ? V1991 * 


kyrius 


2.1. 1) x! - y? -2° +2yz ; 4) x* 6x? «11x? - 6x . 2.3. 


a“ —1 


2.5. 1) 4n?-3; 2) a“ +a34+1; 3) 
6) 24abc. 2.7. 1) 2a(3a «2b? ; 2) (4x+3yX2x—z); 3) (a-bXa+b) x 
x (a? +ab+0*)(a? ab +b?) ; 9a xXx + D(x* «1)(x* +x 2 +1)(x? -x42 +1); 
5) (x -3)(x* +5); 6) (a +bXa +cXb +c); 7) 3(a+bXa+cXb+c); 8) (a+b+c)x 
x (a? +b? «c? -ab -ac - bc); 9) (x-yXx-aXy-aXa+x+y); 10) (x+1) x 
x (x? +x+1)(x?-x+1); 11) X(x- yXy -zYX2-x); 12) T. 


: x (x+1), CM . 

x(x + y-2Xx-y+2) . 2.8. B. 29.0 ——75,7,2) gya’ 9) 2a; 9 n(a * n)' 
16 i 

acc? E ; 10) 1 me i10 77:12 5191. 


2.10. C. 2.11. 1) 3-x, kai 0 «x < 1,5; 3- x), o x<0;2) dd 3) 2. 2.12. B. 
2.13. E. 2.14. E. 2.15. 1) 1; 2) 0,5; 3) -27x/a ; 4) 2a? - 4a4 2, kai a2 42 ; 


6-4a, kai 0a «2 ; 5) 0; 6) 4; 7) des 
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Atsakymai 


skyrius 


3.1.1) fo; 4)U(4 +0) 2) (-2; 3JU(3; +0); 3) (-o; -2)U(-2; OU 
U(0; +00); 4) (0; 2), 5) (1; 2U(4; +0); 6) (0; 1). 3.2. [0; 2]. 3.3. E. 
405 000 

x 


3.5. y - 4x. 3.6. y= up. 3.7. A ; k — proporcingumo koefi- 
cientas. 3.9. 1) y-2x?-3x; 2) y=-x*+3x-2. 3.10. a--1, b=2. 


3.11. —9. 3.12. Negali. Arkos lygtis y= -Ha +6. 


"4 skyrius 


41. D -2; 2) -8,5. 42. 1) x= E , kai a2; kai a=2, lygtis 
sprendiniu neturi; 2) x — bet kuris NES ind: kai a=1; kai a1, 
tai lygtis sprendiniu neturi; 3) x=a+b+c; 4) x=a. 4.3. E. 
4.4.1) 4,23, x, --1; 2)x — bet kuris skaičius, kai 1<x<2; 
3) x, =17, x,--17; 4) x, =3, E 5) x=4. 4.5. 1) -8,5; -2; P i 


1 1 
3 2-1 arba PESERSIDLESE +0,5, kai a= +1. 4.6. A. 4.7. a) m<B, 


m+-1; b) m=}; o) m>B. 4.8. a,=2; a, = z. .49. m,-4, m, =-3. 
4.10. p?-6p-3-0. 4.12.c=-3. 4.13. a) 3x?+5x-7=0; b) 7x?+ 
45x-3-0; c) 3x?-29x461-0; d) 3x?-20x-112-0. 4.14. 7; 10. 
415. 246. 446. 15,5. 417. +3, +15. 418. z'-3524216-0. 
4.19. 1) (x -1Xx 6); 2) (3x -22x +1); 3) (a -2bXTa 43b) . 4.20. 1) +5; +2; 


2) £42; +/5; 3) realių sprendinių neturi; 4) pum +1; 5) +tay3. 


4.21. 1) 81473; 81/57; 2 -2; 1; 3) -1; 4) - 3, 25410, ; 5) - 

© M8 3 Li 8 4-1; EN 9) -3; 4; 10) 2; 
EI -1+/2; 11) 1. 4.22. 1) 2; 2) 8; 3) 2; 6; 0 2; -£; 5) -1; 6 3; 
7) -8; 1; 8) -2; 59 -1; 4; Fi 27; -li 11) realiu uhi neturi; 


12) E ; 5; 13) 4; -9; 14) 1; "E 15) 80; —109; 16) 1; 3. 4.23. Vienintelj 
sprendinį turi 1) ir 4); be galo daug - 2); neturi — 3). 4.24. 1) su visomis 
m reikšmėmis turi vienintelį sprendinį; 2) turi vienintelį sprendinį, kai 


mit EER kai m =+% , sprendinių neturi; 3) turi vienintelį sprendinį, 


kai m Es mal. kai mal , sprendinių neturi; kai m=1 , turi be 
galo daug sprendiniu. 4.25. 1) (8; 4), (- 8; 4); 2) (2; 3), (1; 5), (3; 2), (5; 1); 
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3) (2; 3), (3; 2), (-2+47; -27V7); 4) (5; 3); 5) 2; -3), (3; 2); 6) (+3; +1), 
(22; +2) 7) (2; 3), (3; 2); 8) (0; 0), (+47; +47), (+/19; 7419); (+3; 
22), (12; +3); 9) (+2; +3), (x3; +2); 10) (£3; +1), (+1; x2). 4.26. 1) (8; 
2); 2) (16; 25), (25; 16); 3) (5; +3); 4) (10; 8); 5) (5; 4), [-29; 5) 


-125+ J136729 , -125 + J136729 | Ka+b), Ka-b 
(E —— ud EE D. 427. A 


4.28. 60. 4.29. 6 h. 4.30. 9 min. 4.31. 4km/h. 4.32. 18 km/h, 16 km/h. 
4.33. 20 km/h, 16 km/h. 4.34. 84 km. 4.35. 32,5 km/h. 4.36. 12 km/h, 
20 km/h. 4.37. 60 km/h. 4.38. 45 dienos, 36 dienos. 4.39. 5 h, 7 h. 
4.40. 95 h, 76 h, 38 h. 4.41. 60 dienu, 15 dienu. 4.42. 9 dalys ir 35 dalys. 


4.43. 15 kg, 8 kg. 4.44. Taip; lengvasis automobilis j Upyna galéjo 
atvažiuoti tarp 15 h 45 min ir 16 h 10 min. Nurodymas: salygoje ne- 


pasakyta, kada susitiko autobusas ir lengvasis automobilis, ar autobusui 


tik sustojus, ar tik pradėjus važiuoti. 4.45. 1) (9; +00); 2) [-«; -21 5 ; 
3) (-00; 7). 4.46. 5; 6. 4.47. 10. 4.48. [-= se: +00). 4.49. 1) E 2); 


2) (= 7 es: +0); 3) (-2; 2). 4.50. (-2; 0]. 4.51. 1) xeR; 2) (1; 4); 
3) x=3; 4) xeR; 5) xeR; 6) sprendinių neturi; 7) (-o; -0,5]U[5; +00); 
8) (- 1; 2)U(3; 6); 9) [0; 8]; 10) (1; 6). 4.52. |3; 37 ; 4.53. 1) (-o5; +00); 
2) (-1,5; 1,5); 3) El; DUQ; +0); 4) El; DUG; 10; 5) (-1; 3). 
4.54. 0€ m <4. 4.55. [1; +00). 4.56. (- =; — 10). 4.57. i . 4.58. a« -2,a»2. 
4.59. 1) Co; -22U(3; 5; 2 (3; +0); 3) Co 2 DUG; 4)U(4; 5; 
4 Co; -3)U[-1-43; 31448]; 5) Ce; -DU 2, 1); 6) o; -DU 


3 
10) o; -3)U(-2; -DU (1; +00); 11) (=œ; -2)U 5,1 UA; 5); 


uo; à aims D 1-8; 00 6% 8) (y 15 Jei); 9) (1 3) 


12) e; -dU(-8; -3 Juez; -1)U(0; +00); 13) (-2; 1-47)U(242; +00); 


14) E 18) 15) (2; 3). 4.60. »(- o; peseesm css -3]U(; 4]. 


4.61. 1) E 


2; 4 U6; +o); 2) (-%; 15 3) (10; +00) 4) [-7; 2; 
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Atsakymai 


5) (-00;-4+2/5); 6) Co; 0JU(4,5; +0); 7) (o; -2ul5; ; 1) 


8) x al 9) [= 2) 10) 1-2; 4 — 11) [-2; 1}U[3; +00); 


12) (-o; -2]U1-1; 3); 13) [1; +00); 14) (-o; -9]UI[4; +00); 15) p 


U(4; 7); 16) ( 3; 1). 4.62. 1) [5; +00); > (2; 1146 x m. 3) (54215 +2). 


skyrius 


5.1. A. 5.2. n - 6, S; — 66. 5.3. 100; 90; 80; ... 5.4. 5; 7; 9. 5.5. 5; 9; 13. 
5.6. 75; 85. 5.7. 58. 5.8. 6 namai; jų numeriai - 14, 16, 18, 20, 22, 24; 
arba 3 namai; jų numeriai — 36, 38, 40; arba 2 namai; jų numeriai - 56, 
58. 5.9. 490 m; 93,1 m; 30 s. 5.10. 35,5 s. 5.11. 4; 8; 12 km/h. 5.12. n - 10. 
5.13. n = 10. 5.14. 54; 18; 6; 2 arba 27; —9; 3; —1. 5.15. 2; 10; 50. 5.16. 3; 


6; 12. 5.17. 15; 45; 135 arba 125; — 175; 245. 5.18. 3,75 m; ses(s] è 
8 


; . 5. 25, 125, E = B 
ketvirta karta. 5.20. 4; 2' 16 198." . 5.21. b, =1 arba b, -»: 3 | 
32. 32. 1 m 
.22. 6;2; 2;... 5.2 2; — 4. -= =} k 
5.22. 6; i$ 3. 3 39" . 5.2 e ee ai 
n — nelyginis; ą= +] , kai n - lyginis; b,- bet kuris skaičius. 
el 4. 16,64 
5.26. x= +2. 5.27. x - £42 . 5.28. 4; 8; 16 arba 25! ^25) 25" 5.29. 100. 


5.30. 3; 27. 5.31. 1. 12; 2. 21. 5.32. 3; 6; 9; 12. 5.33. 24; 27; 30; ...; 54. 
5.34. Ne mažiau negu 66 narius. 5.35. a = 243. 5.39. 0,5. 


'skyrius 


6.3. E. 6.4. 1) 3+4108, |b|- Żlog, c — log, d ;2) -¿-5 108, 3-¿log, b- 
ap 
Ve , 


- -L log, c; 3) 3+3108, b +3 og, e] - 31og, 2-2log, |d] . 6.5. 1) 


2) . 6.6. 1) 1:2) 0,6; 3) 324; 4) 0,6; 5) 4. 6.7. J11 . 6.8. 1) 4; 2) 25; 3) 9; 


di 
4) 2:5) 19. 6.9. DH 6.10. E? . 6.11. 1) 2; 2) 3. 6.12. 1) 1; 8; 2) 5; 


3) 10; 4) 6; 5) 1. 6.13. 1) 9; 2) 353) 2; 4) -2. 6.14. 1) 1; 2) 3; 3) 35 11; 4) 1; 
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5) — 1; 2; 6) 1; 7) 3; 8) +45. 6.15. 1) -2; 2; 2) - 3; 3. 6.16. 1) log, 3 
2) 0; 2; 3) 0; 4) log; 2; -log;3. 6.17. 1) 4; 2) -5,5; 3) 1; 3; 4) 3; 5) 512; 
6) 1; 7) 2. 6.18. 1) 3; 2) 9; " 3) 1,5; 4) dis 4 -1; 6) -3; 7) 37; 8) 15; 


9) 18. 6.19. 1) 1000; 0,1; 2) 10; 3) 2; 2-7; 4) 5) 10; 105; 6) 10-3; 10; 


A » 


7) HE 8) 10; 100; 9) e?; Ye . 6.20. 1) 64; 2) 2; 3) 4; 4) 32 -2; 5) 16; 
6) -4; 7) 8) = 559) +0,5; 10) 0,5; 1. 6.21. 1) 10; 10%; 2) 2; 3) 1; 5; 


zi 


4) VIO ; 5) 7; 14; 6) 2; Sr o y, Tine . 6.22. D (1; 3) 2) (5; 3) 


1g3 


lg3 184 
D: ij 3) (3; 5) 4) (10% 10); a" adis) | 5 e; 55 6 0; n. 


6.23. 1) (100; 10); (0,1; 0,01); 2) (6; 2); 3) Sen 4) PM n 


9' 
8 
4) (8; 8); 5) a * 6) (3; 2. 6.25. 1) (1; D, (ie 
ex 2) (4; 16); 3) (5 "x 6.26. »( - 4) 2) (-0; -2); 


3) (7 o5; 0,5); 4) (2-10g73; 2]; 5) Cœ; -22U(2 - 1og; 3; +00) ; 6) [0; 1og; 2)U 
"t: +o |; 7) (=o; 9); 8) |Žogs6; 108,5 ) 9) [1; 8]. 6.27. 1) E +0); 
2) (5 +0); 3) (35 45. 9 ufa; 2 4) à; 2; 5) [-J10; -3)U 

U(3; V10); 6) (=œ; -8]U[2 +00); 7) (0; DUM; 5); 8) (0; 2UG; +00); 
9) (-3; -2)U(- 1; 0); 10) |0; BEUS J 6.28. 1) (-1; 0); 


2) (7; -/6)U(V6; 3]; 3) (25; +00); 4) (0 UE 4); 5) (o 5 


U(1; 125). 6.29. D [3; DUM; UG; +0); 2) (1; 20), 3) (0,5; D; 


4) (-0,5;-0,25]U(0; 0,5]. 6.30. 1) (0; 1,5); 2) (1,5; 2); 3) (-0;-2)U 


1 


U(-2; 2-/15)U(6; +00); 4) Co; -2JU(1+48; 4)U(4; +00); 5) 5; 8; 


sod E. oa : 1 . : 
I- J5; gos 8) 1; 4. 6.31. 1) 4; 2) 8; 3) 9. 


Atsakymai 


skyrius 


7.1. 35 kartus. 7.2. 72r m=226,08m. 7.3. 8641 m=2713m. 
7.4. x79 km/h. 7.5. B. 7.6. E. 7.7. D. 7.8. 1) -5; 2) 1a. 


7.10. 1) sina =$; tga=3; ctga.- $; 2) cosa = 


12. 229. 
13” tga 


12” 
eigo - -12. 3) cosa. - - 29. sina =- ctga-—; 4) sina=-3; 


5 
5. 2 ¿o 1+2m2-m*.., 146m? - 3m* 
cosa = ^; hip a 7.11. 1) -0,5; 2) = E 3) E 3 
Ža 


7.12. 1) 7.13. m . 7.14. —0,445 . 7.15. 1) cos o; 2) 3; 


35D 3759 E 


22 7) 1 ig) STAT. E. 7.18. 1) - „Lia, 
[sin o] sino|' ' cosa” ' cos? 


48 253. ,, 304 3043 +26 . 45 
2) - (1*5); D- 9 4gg- ^19. 0 252) -— TL, 8) ¿$ 


22 y6 


. 7.23. 1) ctg B; 2) 0; 3) - 2: 4) -2 ctga; 


3) 1; 4) tg? a; 5) 3; 6) 


7.22. 1) 43; 2) 2; 3) 


5) -1. 7.25. 1) -5; 2) -1; 8; E, 4) - 55. ; 9) -Bieon m 


a 
zB. - ` -sensd ne 
7.26. 1) - > : 2) 3! 3) ee) . 7.27. C. 7.28. 1) tgo; 2) -cos?o; 


. 120 
: 4) - sin? x 2 voj a 
3) 2tg a; 4) -sin 19; -0,62; 2) 169° 


119. 120 24. "M (B5 4 9. 
-169° 119! 9 725° 25° T 4) a FE 133 or egg 
l-m. 4 
EL; 4) 2. 734. D - 2; 2) 


; 3) 2; 4) 26. 7.35. 1) 4 sin? 20; 


3) 5! 


2) -2 sin? 2a; 3) cos? 4o; 4) Lain 9; 5) cos 4a; 6) Isin'2a; 7) sin2, 


493 2! 
8) 1 9 tgZ; 10) 4. 7.87. D) Sum xem. 2-48; 2 PR, 


Gui, J2-1; 3) J0,2; 40,8; 0,5; 4) E -h -£ 7.38. B. 7.39. 1) 7,4; 


3 
2) 1416-443) 33; 0,8. 740. D 1; 2) tgo; 3) tg'(15%+0); 4) lez 


5) cosX ; 6) 2 sint. 7.42. Ž. 7.43. 81. 7.44. 1) 5. 2) 0,1; 3) 3; 4) 0,5; 


5) -0,75. 7.45. 1) 4 sin 3a cos 2a cos a; 2) 4 cos 30 cos(30? + 20)cos(30* - 201); 
3) 2cos 17?cos 13”, 4) tg 2a cosa; 5) 0,2; 6) 4cosacos* Š ; 7) 4cos?Q; 
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2sin(a — 30?) . 
COS (X di 


8) tcossasin[20+15*+É Jos[2a— 157 E. 9) 


10) 4sin(30?- a)sin(307+0); 11) 4sin(a-309)sin(30? à). 7.47. 1) 


ES 
16` 


X8. 
2 > 
i. say E. 
2) 1 3) 1; 4) i6; 9 

E skyrius* 
5 


8.1. D. 8.2. 1) 1; 2) aiia 3.9) -43 ; 4) 0; 5) X3, 6) =>. 8.4. 1) Z; 


m nk ra 7 23. 
2) 152 ta0 B 24^ 224 ?54) 


8.5. >(V5R+1- 1), ke[24; 88], keN. 8.6. 1) gt; arctg2+nk ; 2) lygtis 


3) 1 4) g@&+tD; 5) Ix. 


neturi sprendiniu; 3) z *2nk 4) 1X arcsin c Aen; 5) < ;zt—; 


e 5; 7) Rm keZ, h«0, ke - 1; 8) 3; -L-e2nk , keZ, k>1; 9) +2; 


10) tme 8.7. 1) nk; ; 2) zt; 3) gts 4) 2nk; 


" E ŠE QD. 
(-1* = +2rk ; 5) (2k+ Dr; Ank; 6) e rx a 10 ; 7) tarecos 2 27 
n TR. T 


+21k ; 8) 65372 z+70k; g) TK ; 10) 5 tns 27% (oh + yn; 11) nk; ILE 
nk. nk 


9^ rM teni 13) E +2nk. 8.8. 1) is, 2) te Tank; 
n nk 


3) -7 +k; re -arctg >; 4) 20* 5? smog ); 5) lygtis neturi 


sprendiniu; 6) -3+ arctg + nk; 7) tarocos( -4 Jeu. 8.9. 9. 8.10. 7. 


E. 3 
m S 


8.11. 1) -5 z s Qk+Drx; 2) £3; £2,5; 11,5; +0,5; 3) + B.M ; 4) 2nk, 
keZ, k2 -1; (2k« Dn, keZ, k<-3; 5) -0,5; jtm A -1,5; mk. 


8.12. arcsin 5; 180" —aresin 1; 270°. 8.13. 1) E znt: t 


i; 3" 
T „Sh ; Tink: T . llr . 
2) HL 4 pm] 3) zt > 4) E +21k; 6 emi; 
5) (area + mt; pu 6) E Tn; S) 7) (šie qua) 
8) (eh sj 9) E + nk; gon) 10) (eė-05 EU! 


* Kai k reikámé nenurodyta, turima galvoje, jog keZ. 
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Atsakymai 


3 


Ulž+ 20 (2k+ Or), 11) (aresin eat cansin + k+ De |; 
12) E 4 ndis (2k+ xj 13) [5206] Uto; (k + rd; 


14) x*CD'S en. 8.14. 1) E +2nk; ram) 2) EL Sema; 


3) 2nk; 4) [-3; 3]. 8.15. [eaa]. 


9.3. 17 m/s; 12 m/s”. 9.4. 1) E cm; 2) E s; 3) us cm/s. 9.5. 9 m/s. 
9.6. D y=11x-5; 2) „A. AB x-5 |; 3) y=eX3x-4). 9.7. (4; - 1). 


9.8. b= - 1, c=1. 9.9. a=0,5; b= -4; y= - 6x46. 9.10. H = 13,75. 9.11. (0; 
-1), (4; 3). 9.12. (0,5; 0,75). 9.13. 13. 9.14. 1) y'-sinx-«xcosx; 


k L , 3x5-x42. „ 1-1. z i 

2) y= =e , 3) y= x? , 4) 78 Fr , ) qeu 
6) PLC 7) y-i-Txsi6dx-12/x; 8) y -1429m*. 
1- 113 +x)? cos? x 

2. 

9.15. 1) -2; 2 -3; 3) p 4) 2; 5) 5; 6) 5. 9.16. D. 9.17. A. 
9.18. [-4; -3] 9.20. a=-1, b=1. 9.21. 2mk; 2nk-2 arctg 2 ; keZ. 
9.22. E 0. 9.23. 1) (=œ; —3), (1; +00) - didėjimo intervalai, (-3; 1) — 


mažėjimo intervalas; 2) (—o5; 0), (1; +0) - didėjimo intervalai, (0; 1) — 
mažėjimo intervalas; 3) ( - oo; 2), (2; +0) - mažėjimo intervalai; 4) (3; +00) 
— didėjimo intervalas, (2; 3) - mažėjimo intervalas; 5) (-0; +0) — 


didėjimo intervalas; 6) (že 0 gem) — didėjimo intervalai; 


2427; $ S8 ionk | - mažėjimo intervalai. 9.24. 1) (- 1; 2) - maksimumo 
taskas, a -2) — minimumo taškas; 2) (-4; 0) - maksimumo taškas, 
(-2; -4) - minimumo taškas; 3) (2; 29) - maksimumo taškas, (3; 28) — 


minimumo taškas; 4) L, -! - minimumo taškas; 5) (1; -1) - 


maksimumo taškas; 6) (C1; -8) - maksimumo taškas, (3; 0) - minimumo 


taškas. 9.26. p< —5. 9.28. 1) E EJ ES +o] — didėjimo inter- 


48 J (43 
valai LET E maZéjimo intervalas AAA minimumo 
"L B 43 "UNS! 343 
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2 6 . "A 
taškas, |-——; — | - maksimumo taškas; 2) (-2; 0) - didėjimo 
| J8' sJ8 i 
intervalas, (-o; —2), (0; +0) — mažėjimo intervalai, (-2; -2) - mini- 


mumo taškas, (0; 2) - maksimumo taškas; 3) (- 00; 3) (1; +0) — 


didéjimo intervalai, -5 1| - mažėjimo intervalas, (1; 0) - minimumo 
taškas, (5 rd — maksimumo taškas; 4) (- 2; 0), (2; +œ) — didėjimo 
intervalai, (-o; —2), (0; 2) — mažėjimo intervalai, (0 2 — .maksi- 


mumo taškas, | +2; "a - minimumo taškai; 5) (—o; 1), (2; +œ) - 


didéjimo intervalai, (1; - mažėjimo intervalas, (1; 5) — maksimumo 


taškas, (2; 4) — minimumo taškas. 9.29. 1) min y =-24, maxy=4; 
10 O 
2) min y = 1, max y = 3; 3) min y ===> max y = 2; 
„L NS. 51 43 1 a 
i EE MEN OORA 5! ; 5) =g 1, 20 9.30. P - 12. 


9.31. 4x4x2 m. 9.32. > cm. 9.33. 75x 150 m. 9.34. 3 b 9.35. Ja. 


. = zo. 
ki 9.37. 4 cm; 16 cm. 9.38. 2/2 cm. 9.39. h=r E 


9.40. 0-08 em, 5-208 em. 941. 144. 9.42, 14x21 m. 
3 T +24 
9.43. 8x16 m. 9.44. 42,5 m. 9.45. 4; 145h. 9.46. 2) t=0,036 val.; 
2 
pžp ra 
3) 0,2 km. 9.47. m = 125. 9.48. eT EN 9.49. Neužteks, nes minimali 


gamybos kaina pasiekiama, kai pagaminama 13 kolbu. 9.50. 30 km/h; 
900 auksinių monetų. 


10 skyrius 


1 


a.d (x+25 1 
10.1. 1) x t3 2) TBT 


2 
cosx+C; „sin2x+C; 3) a +C; 


4) ana) x+C; 5) apos se 
10.2. 1) —L +3; ; 2) ža- -iGin2x- D; 3) s e. 10.3. C. 10.4. A. 


10.5. 1) 2) 64 3) 0; 4) 17, 5) SE € ziz 106. D Bm ; 2) 9; 


13 
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1442 . 8 2 OX. 
8 —— 9 3: 107. 3. 108. 63 


10.10. y= -12zx?* 12x. 10.11. 1) a=-1, b=4, c=1; 2) dg; 3) 15; 


10.9. (CZ; 0U(; +00). 


4) L 2,2% . 10.12. 1) yma; 2) 2:1. 10.13. 1) y= E; 2) P Ep 


3) p=2. 10.14. 1) —x?+4x-3; 2) ii kv. vnt. 


“4 1 skyrius 


11.1. 30. 11.2. 60. 11.3. 64. 11.4. 96. 11.5. 4839516. 11.6. 15. 
11.7. 552. 11.8. 1320. 11.9. 1) 24; 2) 12; 3) 6. 11.10. 1) 60; 2) 24. 
11.11. 1) 10; 2) 10; 3) 1; 4) 20. 11.12. 1) 140; 2) 56; 3) 196. 11.13. C2, C65. 


11.14. 1) 1848; 2) 7392. 11.15. 1) 5; 2) 2; 3) 8; 4) 10. 11.16. 1) i; 2) +, 
i „2 1 2 1 
32:4 $. 1117. Ž. 1118. Ž. 11.19. 0,3. 11.20. zg- 11.21. 0,096. 
4 1 1 5 1 2 
11.22. 1) TE 2) $. 1128. 2. 11.24. 355. 11.25. Š. 1136. 1; 2. 
54735 
1.27. 1) “i-o031; 2) Se 90381; 3) “Cs < 0,00355 ; 
C75 Cis C7; 
C5C. 20 91 
4) i =6-10*. 11.28. 04. 11.29. JL. 11.30. 1) 0,85; 2) 0,25. 


11.31. 1) 0,525; 2) 0,4; 3) 0,925. 11.32. 0,28. 11.33. 1) 0,99968; p 3. 
11.34. 2) B; 3) raudonai -3, mėlynai -3. 11.35. 1) 


103, 
1507 3) 0,17. 


ari a 3) S 


4) 27" 11.36. 1) i 


2) 


11.38. 


11.39. 


11.40. 
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P [os [oss [nass boezon 


11.42. TTT Js Jus] 
Er ons Joss [0.258 focz | 


11.43. | X 
pos [021 |049 


ua [x] oij] a] 
Dim]4]4]2/|1]| 1 J9x-125 s-169. 


11.45. X, - 910; x, = 80; sí = 10242; s? - 286,5; s, - 101; s, =17 . 11.46. 59; 
59; 58; 3,33; 4,67; 6,67; 1,82; 2,16; 2,58; Agnė. 


412 skyrius 


12.3. e - l(a«8). 12.4. -a p 12.5. 5 km/h, 22 s, 12.6. 5. 


; į K 
12.8. AB - 2CD ; vektoriai yra vienakrypčiai. 12.9. o = -2 .12.10. AM = 
= [4; -3). 1211. x= i ; vektoriai yra vienakrypéiai. 12.12. x-8. 


12.13. ü- (124; 332; 330). 12.14. 1) á:b=-11; 2) -H, 12.15. C. 


12.16. a, =-4, B, -2; a, - -8, B,=-2. 12.17. ¿=(-3; 3; 3}. 12.18. a=1. 
12.19. +/2(4; 3). 12.20. tas . 12.21. 1) M(1; 3); 2) b ={-6; 2}; 3) 542. 
1232, YO 


go He Ne -4 Ve o). 


13 skyrius 
13.1. 90°. — 13.2. x-51;  Z1-Z5-143,  Z72-23-2Z4-3T. 
13.8. ZAEF- Z EFD-106,  ZFEG=ZEFH=53. 13.44. Z1=110", 
42-23-40, Z4-140* 13.5. D. 13.6. B. 13.7. 132. 13.9. 42. 
20 


13.12. 10 cm, 10 cm, 1 cm. 13.14. G cm. 13.16. 5(3-J3) 
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13.17. 22 cm, 14 cm. 13.18. 4 cm, 7 cm, 7 cm, 9 cm. 13.19. 60 cm. 
13.20. 168 cm?. 13.21. 6 cm. 13.22. 30“. 13.23. C. 13.24. 60% 120°. 
13.25. 10 cm. 13.26. 216 cm?. 13.27. 2 cm. 13.28. 15 cm. 13.29. 256 cm?. 


bc 13.31. 5,6 m. 13.32. 48 m. 13.33. 88 m. 13.34. T kai 
a 2c-a 
bc 


„kai ZA e (90% 180°). 13.35. 1,5 cm. 13.36. 2 
+2c 8 


13.38. 2 : 3 : 4. 13.39. 48, 18, 75. 13.40. /7 . 13.41. 2 . 13.42. 5,2 m. 


13.43. 4/5 cm, 2V5 cm. 13.44. 30 cm. 13.47. 2 Jpatp +9). 13.48. 1) 12 m; 


13.30. 


ZA«90? ir 


2) 25 nm?. 13.49. 18/2 . 13.50. 15 cm, 20 cm, 25 cm. 13.51. B. 13.52. 40°. 
13.53. a) 45” b) 35°; c) 20”. 13.54. 30% 120“. 13.55. 755; 60% 30°; 105“. 


13.56. a) 13,5; b) 5; c) 3; d) 39; e) 8; f) 4. 13.57. 2,5. 13.58. a [mtn i 
3/3R? 


4 
13.64. 110°; 50°. 13.65. 3 cm. 13.66. 52 13.67. 25 dm, 8 dm, 15 dm. 


3 
2 
13.68. 10 cm. 13.79, 2 —2r(a-D. 2r(a- r) TT m E an 


3 a-2r ^ a-2r ^ 2 
13.72. Ed cm. 13.73. 2,5 cm. 13.74. 1:4. 13.75. /71 cm. 13.76. 5,3 km. 


13.59. 8 cm. 13.60. 16 cm. 13.61. 12/2 cm. 13.62. 


. 13.63. 3:1. 


13.77. 305; 60% 90°. 13.78. /52 - 7,2 cm. 13.79. Ne. 13.80. Ne. 13.81. 3; 


6l. 13.82. 1,3 m?. 13.83. 6. 13.84. eje, 13.85. 16,9 cm. 13.88. 60". 


13.89. bene 13.90. ¿2 —£—. 
sn SEHR 1+ctg o 
44 skyrius 


14.1. 20 cm. 14.2. B 14.3. 35 cm. 14.4. 3) 343 . 14.5. 17 cm, 
15cm, 4413 cm. 14.6. 296cm. 14.7. 2) AB=BC. 14.8. 24cm. 


14.9. 9% _ 1440. 420 m. 1411. 3) 43 cm. 1412. 10 cm. 
2b? ra? 13 
"tm " 11 
14.13. 13 cm. 14.14. arcsin 79 Sina . 14.15. 30°. 14.16. arccos "T4 = 


=142°. 14.17. 1) 60% 2) 9043 cm?. 14.18. 102,4 dm”. 14.19. d'etg^. 
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14.20. EC. NM 14.21. 3l sin2a. 14.22. 22. 14.23. 60 cm. 
- 91/2 cos22*30 3 


14.24. 5 cm, 7 cm. 14.25. 2 . 14.26. 128 dm?, 50 dm?. 


2 2 
14.27. aretg 24. 14.98. JE, E; Nba. 1439. cosp= 


JP-A ` 
2 2 
comede e eec. O 1430.1) L; DE. 14.31. 1) 800 on 
(a? +b?)(a? +b? +c?) 42 4 
2) 414 cm. 14.32. 5 dm?. 14.33. m. 14.34. Y12 cm. 14.35. YE ap. 
4 
14.36. 18r. 14.37. 32143 cm?. 14.38. 1 nd? sin2a; 1 gd? sino.cos? a. 
cos? 15? 2 4 
2... 90%+0 90?- o 
14.39. To 0060, idera > A. 1440, Tsin ayant coso, 
a a 3a 
12sin 3 sin 2 12xcos 2 
2 3 2 3 
1441, E 44,45, 743a. magas Bae, 1444, RR 
4 54 3 3 343 


14.45. B cm. 14.46. 2sin?a.costa:1. 
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MATEMATIKA 


KURSO KARTOJIMO MEDZIAGA 


Knygoje pateikiamas visas bendrojo lavinimo mokyklos 
matematikos kursas, suskirstytas pagal temas. Kiekviena tema sudaro 
glausta, bet labai suprantamai išdėstyta teorinė dalis, užduočių 
sprendimo pavyzdžiai ir užduočių blokas savarankiškam darbui. 
Knygos gale įdėti visų užduočių atsakymai. 


Leidinys labai vertingas tuo, jog nemažas pluoštas užduočių 
paimtas iš ankstesnių metų valstybinio egzamino. Be to, priede 
pateiktos 2004 m. matematikos valstybinio brandos egzamino 
užduotys su atsakymais. Tai ypač pravers abiturientams, besiren- 
giantiems egzaminui. 


Knyga pirmiausia skiriama aukštesniųjų klasių mokiniams, bet 
pravers ji ir jaunesniems, ir besimokantiems suaugusiųjų mokymo 
centruose ar net studijuojantiems aukštojoje mokykloje. Iš tikrųjų tai 
knyga visiems, kurie domisi matematika. Tai visa mokyklos matematika 
vienoje knygoje. 


Tapkite „Alma littera“ knygų klubo nariu! 


* Naujausios ir populiariausios knygos už mažiausią kainą 
* Nemokamas knygų katalogas kiekvieną ketvirtį 

+ Naujienos ir informacija apie akcijas elektroniniu aštu 
* Knygų pristatymas į namus, darbovietę ar į pasto dy 
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Informacijos teiraukitės nemokamu tel. 8 800 200 22 
www.knyguklubas.lt 


